Estudio teórico de la generación de armónicos de alto orden empleando diferentes campos de excitación by Neyra, Enrique Gustavo
 
 
Universidad Nacional de La Plata 
 
Facultad de Ciencias Exactas 
 
Departamento de Física 
 
 
 
 
Trabajo de Tesis Doctoral 
 
Estudio teórico de la generación de 
armónicos de alto orden empleando 
diferentes campos de excitación  
 
 
 
 
 
 
 
 
Tesista: Lic. Enrique Gustavo Neyra 
 
Director: Dr. Gustavo A. Torchia 
 
 
 
 
 
 
Año 2017 
 
 
Universidad Nacional de La Plata 
 
Facultad de Ciencias Exactas 
 
Departamento de Física 
 
 
 
 
Trabajo de Tesis Doctoral 
 
Estudio teórico de la generación de 
armónicos de alto orden empleando 
diferentes campos de excitación  
 
 
 
 
 
 
 
 
Tesista: Lic. Enrique Gustavo Neyra 
 
Director: Dr. Gustavo A. Torchia 
 
 
Tesis realizada en el Centro de Investigaciones Ópticas (CIOp)  
 
 
 
Año 2017 
¿Quieres hacer algo inteligente?
Es muy fa´cil.
Piensa en hacer algo tonto y haz lo contrario.
i
A Papa´ y Mama´.
Agradecimientos
Antes que nada quiero agradecer a mis padres, que sin ellos no hubiese
sido posible nada de esto.
A Gustavo por haberme insertado en el tema de la generacio´n de
Armo´nicos y siempre estar dispuesto para discutir una idea, a Fabian
por haberme prestado ayuda de todo tipo.
A Jose Antonio Pe´rez Herna´ndez y Marcelo Ciappina, que sin la ayuda
de ellos para realizar los diferentes ca´lculos, la tesis no se podr´ıa haber
realizado.
A mis hermanos, que hemos compartido diferentes etapas.
A mis compan˜eros: Damian, Demian, Matias, Roberto y Valentin, que
pasamos muy buenos momentos estos an˜os, entre mates, cervezas y
asados.
A los amigos que forme todos estos an˜os en La Plata.
A mi ahijada, Mileva, que siempre encuentra una nueva forma de
sacarme una sonrisa.
Y por u´ltimo a la suerte, que por suerte fue buena.
Resumen
En este trabajo de tesis, se presentan diversos estudios teo´ricos de la
generacio´n de armo´nicos de alto orden (del ingle´s, High Order Harmo-
nic Generation- HHG) en gases nobles utilizando diferentes campos
la´ser ultracortos intensos para su produccio´n. Estos estudios conducen
a explicar las principales caracter´ısticas de los espectros de armo´ni-
cos obtenidos, en estas condiciones. El ana´lisis fue realizado mediante
la resolucio´n de la ecuacio´n de Schro¨dinger dependiente del tiempo
(TDSE), en una y tres dimensiones espaciales, dependiendo de la for-
ma del campo de excitacio´n. Por otro lado, se llevo´ a cabo tambie´n
un estudio cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n en la
generacio´n de armo´nicos, por medio de la integracio´n de la ecuacio´n
de Newton.
En la primera parte, se determinan las caracter´ısticas que deben pre-
sentar los pulsos con chirp, para que sea posible una extensio´n del cut-
off (foto´n ma´s energe´tico) en la HHG respecto de los pulsos sin chirp.
Se observa, que el chirp que permite tal comportamiento debe ser ori-
ginado por un feno´meno no-lineal, tal que logre un aumento del ancho
espectral del pulso. Siguiendo este razonamiento, se propone estudiar
la HHG empleando un pulso con chirp obtenido por auto-modulacio´n
de fase (del ingle´s, Self-Phase-Modulation-SPM). Este feno´meno, ori-
gina el chirp sobre el pulso a medida que este se propaga una cierta
longitud dentro de un material no-lineal. Se muestra, que existe un
alargamiento del cut-off empleando pulsos modulados por SPM y que
este incremento, es proporcional a la longitud del medio no-lineal uti-
lizado para modificar el pulso.
Posteriormente, se estudia la dependencia del cut-off en funcio´n de la
longitud de onda de excitacio´n, considerando en este caso un campo
intenso inhomoge´neo. Este campo inhomogeneo proviene del refuerzo
de campo cercano producido por una nano-estructura de oro cuando
es iluminada por un pulso la´ser. En estas condiciones el campo in-
homoge´neo oscila armo´nicamente con la misma frecuencia del la´ser.
Como las variaciones en su intensidad se aprecian a escala nanome´tri-
ca, es esperable que el comportamiento de las trayectorias de los elec-
trones durante el proceso de HHG varie´ notablemente en relacio´n a
un campo homoge´neo. Por este motivo el proceso de HHG, excitado
con un campo inhomoge´neo, presenta un dra´stico apartamiento de la
conocida ley del cut-off.
Finalmente, se propone un experimento que permite la s´ıntesis de
pulsos de aproximadamente un ciclo o´ptico de ancho temporal, para el
estudio de la generacio´n de armo´nicos altos en a´tomos de argo´n. Para
lograr esto, inicialmente se divide un pulso gaussiano de un ciclo en
dos y se los hace pasar por diferentes medios dispersivos, de distintas
longitudes, esto origina una ensanchamiento temporal de los pulsos.
Mediante una serie de espejos, se propone lograr un desfase de pi entre
ambos. Posteriormente, se los hace interferir en un interfero´metro de
dos ramas; de manera que el pulso resultante proporciona en la HHG
una notable extensio´n del cut-off en relacio´n al pulso original, debido
a las caracter´ısticas de los pulsos de pocos ciclos sintetizado. Se espera
que, la eficiencia en la generacio´n de armo´nicos en estas condiciones
muestre una mejora en aproximadamente un orden de magnitud.
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Cap´ıtulo 1
Introducio´n
En las ultimas de´cadas se ha logrado un gran avance en la generacio´n de pul-
sos o´pticos ultracortos. Estos pulsos, que se encuentran generalmente en la regio´n
temporal de los femtosegundos (10−15s), permiten, mediante sistemas amplifica-
dores, obtener intensidades muy elevadas. Esto ha originado una revolucio´n en
los procesos de interaccio´n radiacio´n-materia, dando lugar a la f´ısica de campos
ultra-intensos [1–3].
En las dos ultimas de´cadas, una de los aplicaciones que mayor intere´s ha
suscitado en la comunidad cient´ıfica, es la posibilidad de controlar y generar
radiacio´n coherente en la regio´n del espectro entre el ultravioleta extremo (XUV)
y los rayos X blandos. Esta aplicacio´n es posible utilizando sistemas relativamente
compactos y de bajo costo [4, 5].
El feno´meno conocido como HHG (Generacio´n de Armo´nicos de Alto Orden o
High Order Harmonic Generation en ingle´s) origina la radiacio´n en las regiones del
espectro electromagne´tico antes mencionadas. La HHG es un proceso altamente
no-lineal, debido a la interaccio´n entre un pulso la´ser ultraintenso y un sistema
gaseoso. Esta interaccio´n, permite la generacio´n de radiacio´n coherente, tanto
espacial como temporal. [6,7]. La radiacio´n obtenida de esta manera, se manifiesta
como armo´nicos cuyas frecuencias son mu´ltiplos impares, de orden muy elevado,
de la frecuencia original del la´ser [8–10]. Generalmente las intensidades que se
utilizan para la HHG, se encuentran entre los rangos de 1013-1015W/cm2.
El primero en observar este feno´meno, fue McPherson y colaboradores en
1987 [11] , encontrando el orden armo´nico 17 en a´tomos de Ne. An˜os despue´s, en
1
1993, L’Huillier y Balcou utilizaron un la´ser de 1 ps (10−12s) de ancho temporal
y una longitud de onda de 1053 nm para generar armo´nicos en Xe (orden 29), Ar
(orden 57) y Ne (orden 137) [12].
Un espectro t´ıpico de armo´nicos, consta de una regio´n denominada perturbati-
va (bajos ordenes), donde la eficiencia de la generacio´n decrece exponencialmente
con el orden armo´nico. Luego se observa, que la eficiencia para los siguientes o´rde-
nes permanece constante (regio´n de plateau), hasta llegar a un punto denominado
frecuencia de corte o cut-off, que corresponde al foto´n ma´s energe´tico que se pue-
de obtener [8,13]. A partir de este punto, la eficiencia decrece dra´sticamente para
los siguientes ordenes armo´nicos.
En 1992 Krause y en 1993 Corkum y colaboradores [14, 15], propusieron un
modelo semi-cla´sico para explicar la generacio´n de armo´nicos, denominado modelo
de los tres pasos. Este modelo, fue ampliado por Leweinstein y colaboradores en
1994 (Modelo de Leweinstein) incluyendo una descripcio´n cua´ntica, que utiliza la
aproximacio´n de campo fuerte (Strong Field Approximation SFA) [16].
Los armo´nicos de alto orden, son una fuente de radiacio´n coherente y bajas
longitudes de ondas que dan lugar a varias aplicaciones. Por ejemplo, pueden
emplearse para microscopia de transmisio´n en tejidos biolo´gicos, ya que permi-
ten generar radiacio´n en la banda espectral que se conoce como ”ventana del
agua”(2.34nm-4.37nm), en donde el ox´ıgeno es relativamente transparente con
relacio´n al carbono, que posee una gran absorcio´n [17, 18]. Tambie´n, gracias a
la coherencia de la radiacio´n, permiten la reconstruccio´n 2D y 3D de ima´genes
a escala nanome´trica. Esto se logra, empleando la te´cnica ”Lensless Diffractive
Imaging”(LDI) [19]. Otra de las aplicaciones consiste en la fabricacio´n de estruc-
turas nonome´tricas, mediante la te´cnica de litograf´ıa por interferencia la´ser (Laser
interference lithography) [20].
Un pa´rrafo aparte merece, la que es quiza´s, la aplicacio´n mas importante de la
HHG: la posibilidad de generar pulsos de Attosegundos (10−18s), que ha abierto
una nueva a´rea de investigacio´n en la f´ısica, llamada Attof´ısica o Attociencia
[21–23]. La HHG permite adema´s obtener radiacio´n con un gran ancho espectral,
que por medio de la Transformada de Fourier, es equivalente a obtener pulsos
temporalmente muy cortos. La Attof´ısica, estudia los procesos f´ısicos que ocurren
en una escala temporal muy corta mediante la te´cnica pump-probe, como por
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ejemplo: reacciones qu´ımicas, cambio en la estructura molecular, dina´mica de los
electrones ligados (funcio´n de onda), etc. [24–27] En este sentido, debemos tener
en cuenta que el periodo cla´sico del electro´n del a´tomo de Hidro´geno alrededor
del nu´cleo, es de 150 attosegundos. Al d´ıa de hoy, el pulso mas corto obtenido en
el laboratorio, es de 67 attosegundos [28].
En 2008 Kim y colaboradores, presentaron un trabajo que genero´ una revo-
lucio´n en la HHG, como as´ı tambie´n una gran controversia [29, 30]. Generaron
armo´nicos, mediante el refuerzo de campo ele´ctrico producido por una nano-
estrctura de oro. La intensidad de este refuerzo de campo, se encuentra entre
2 y 3 ordenes de magnitud con respecto a la intensidad inicial. Para generar la
radiacio´n, emplearon una intensidad de 1011 W/cm2 al enfocar el pulso la´ser so-
bre la nano-estructura de oro. Esto origino´ nuevos estudios sobre la HHG, ya
que el campo ele´ctrico resulta inhomoge´neo, pues el refuerzo de campo ele´ctrico
producido por la nano-estructura presenta variaciones a escala nanome´tricas.
Los desaf´ıos en la HHG en los u´ltimos an˜os, se han centrado principalmente
en lograr una mejora en la eficiencia de la generacio´n, considerando que esta es
relativamente baja, del orden de 10−7 [31–34]. Por otro lado, tambie´n se han
propuesto diferentes me´todos, tanto teo´ricos como experimentales, para lograr
fotones ma´s energe´ticos (extensio´n del cut-off) [35–38].
Siguiendo la idea del pa´rrafo anterior, el objetivo y la motivacio´n de la pre-
sente tesis, fue el estudio de diferentes estrategias para mejorar el proceso de
generacio´n de armo´nicos, utilizando diferentes campos de excitacio´n. Por otro la-
do, una mejor interpretacio´n del origen de los feno´menos f´ısicos que originan los
diferentes campos, dio´ lugar a nuevas consideraciones en el comportamiento de
las trayectorias de los electrones.
Los estudios y ana´lisis fueron realizados de manera teo´rica, mediante la reso-
lucio´n de la ecuacio´n de Schro¨dinger dependiente del tiempo en una y tres dimen-
siones espaciales (1D-TDSE y 3D-TDSE). Complementariamente, se llevo´ a cabo
un estudio cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n y de las trayecto-
rias de los electrones en el continuo, mediante la integracio´n de las ecuaciones de
Newton.
La tesis, esta´ organizada segu´n el siguiente orden: en el cap´ıtulos 2, se presenta
una introduccio´n teo´rica breve, de la generacio´n de pulsos de femtosegundos y su
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propagacio´n en medios diele´ctricos. En el capitulo 3, hablaremos de los procesos
de ionizacio´n en a´tomos por medio de campos muy intensos. Tambie´n se presenta
una introduccio´n al proceso de generacio´n de armo´nicos de alto orden en gases
nobles. Los siguientes cap´ıtulos, presentan los resultados obtenidos que dan el
cuerpo a la tesis.
As´ı, en el capitulo 4, se estudia la generacio´n de armo´nicos con pulsos con
chirp. Se concluye cuales deber´ıan ser las caracter´ısticas f´ısicas del origen del
chirp en el pulso, para lograr una extension del cut-off. Por otra parte, tenien-
do en cuenta las conclusiones obtenidas, se propone un pulso con chirp, que es
consecuencia del feno´meno conocido como auto modulacio´n de fase (en ingle´s
self-phase-modulation SPM). Se muestra, que el chirp originado es proporcional
a la distancia z de propagacio´n dentro de el material y que el mismo origina un
incremento del cut-off proporcional a z.
En el capitulo 5, se estudia la dependencia del cut-off con la longitud de onda
para un campo inhomoge´neo. Este campo, se obtuvo a trave´s de un ajuste con
muy buen grado de aproximacio´n, del refuerzo de campo producido por una nano-
estructura de oro, al ser iluminada por un pulso la´ser. Este ajuste mas preciso del
campo cercano de la nano-estructura, muestra un comportamiento distinto de las
trayectorias de los electrones en el continuo, en relacio´n a un campo homoge´neo.
En el capitulo 6, se estudian las caracter´ısticas del espectro de armo´nicos en
a´tomos de argo´n, eficiencia de la generacio´n y extension del cut-off, por medio de
la s´ıntesis de un pulso de aproximadamente un ciclo de ancho temporal y cierto
grado de chirp. El pulso sintetizado, es la suma de dos pulsos con chirp, dado por
un medio dispersivo y un desfajase entre ellos de pi.
Finalmente, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones generales y las
perspectivas futuras de los resultados presentados en esta tesis.
4
Cap´ıtulo 2
La´ser de pulsos ultra-cortos y
propagacio´n en medios
diele´ctricos
2.1. La´ser de femtosegundos
Generalmente cuando se habla en la literatura de la´seres de pulsos ultra-cortos,
se hace referencia a los diferentes la´seres de varios a algunos femtosegundos de
duracio´n. Hoy en d´ıa, el la´ser mas utilizado para producir dichos pulsos es el la´ser
de Titanio Zafiro. Este la´ser permite obtener una gran potencia en los pulsos,
como as´ı tambie´n pulsos verdaderamente muy cortos, llegando a algunos pocos
femtosegundos de duracio´n [39–41].
2.1.1. El la´ser de Titanio Zafiro
El la´ser de Titanio Zafiro utiliza como medio activo un cristal de zafiro (Al2O3)
dopado con titanio. Por las caracter´ısticas de su espectro de emisio´n puede ser
un la´ser sintonizable, pero generalmente se lo utiliza en 800 nm de longitud de
onda central. En la figura 2.1, puede observarse el espectro de absorcio´n, centrado
alrededor de 500 nm, y el de emisio´n centrado en 800 nm de longitud de onda.
Este la´ser, al poseer un gran ancho en la banda de emisio´n (ancho espectral),
puede ser utilizado para la generacio´n de pulsos ultracortos, logra´ndose pulsos de
5
alrededor de 5 fs de duracio´n temporal [42].
Figura 2.1: Espectro de absorcio´n-emisio´n de un la´ser de Ti:Sa.
La te´cnica empleada para producir pulsos ultracortos se conoce como Mode-
Locking [39, 43, 44]. Esta te´cnica, consiste en lograr anclar las fases de los dife-
rentes modos longitudinales dentro de la cavidad resonante, obtenie´ndose as´ı un
tren de pulsos cortos. La separacio´n de este tren, esta dada por la siguiente re-
lacio´n Trep = 2L
c
, siendo L la longitud de la cavidad la´ser y c la velocidad de la
luz. Por otro lado, la duracio´n de estos pulsos, dependera´ de la cantidad de mo-
dos que se encuentren oscilando con la misma fase. Las dos te´cnicas mas comunes
para obtener mode-locking, se conocen como active mode-locking y passive mode-
locking [45–47]. En la primera se utiliza un modulador externo para acoplar las
fases, que puede ser un modulador acusto-o´ptico. En la segunda, no se requiere
de una modulacio´n externa de los modos, sino que se utiliza lo que se conoce
como absorbente saturable, el cual permite el paso de la luz cuando esta posee
suficiente intensidad. De esta manera, el absorbente dejara´ pasar solamente los
pulsos que este´n en fase, ya que son los que poseen mas potencia, logrando as´ı el
mode-locking.
Una de las grandes ventajas de trabajar con pulsos ultra-cortos, es la posi-
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bilidad de generar pulsos de muy alta potencia, que en la actualidad se encuen-
tran en el rango de los Petawatt (1015W ). La te´cnica empleada para producir
pulsos ultra-cortos muy energe´ticos se conoce como Chirped-pulse-amplification
(CPA) [48–50]. Esta te´cnica consiste en ensanchar el pulso temporalmente me-
diante un medio dispersivo, por ejemplo utilizando redes de difraccio´n o sistemas
de prismas [51–53]. Esto permite que el pulso pueda ser amplificado en diferentes
etapas, sin dan˜ar el medio activo. Luego de ser amplificado, el pulso es comprimi-
do obtenie´ndose un pulso ultra-corto muy energe´tico. En la figura 2.2, se muestra
un esquema de la te´cnica CPA [39].
Figura 2.2: Esquema de un sistema amplificador (CPA) basado en redes de di-
fraccio´n.
2.1.2. Pulso ultra-corto con fase estabilizada
Cuando los pulsos poseen algunos ciclos o´pticos (o.c.) de ancho temporal
(1o.c. = 1T ), la diferencia de fase entre la envolvente y la portadora adquie-
re relevancia. Esta diferencia se conoce como CEP (carrier envelope phase en
ingle´s). Por ejemplo, para un pulso de 800 nm de longitud de onda central, el
periodo T es igual a 2.67 fs.
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Esta relevancia, se refleja en la variacio´n de la ma´xima amplitud del campo
ele´ctrico del pulso cuando varia la CEP. Los nuevos la´ser que originan un tren
de pulsos de pocos ciclos, poseen sistemas que permiten controlar y mantener
constante en el tiempo la CEP [54–56]. En pocas palabras, logran que la velocidad
de grupo vg sea igual a la velocidad de fase para todo tiempo.
La importancia de mantener constante la CEP en un tren de pulsos, radica
en la posibilidad de repetir los resultados entre un pulso y el siguiente [57–60].
Si el sistema que interactua con los pulsos la´ser responde en funcio´n de la CEP,
es necesario que ese tren de pulsos posea la misma CEP , de lo contrario cada
medida va a ser diferente. En la figura 2.3, se muestra un esquema de un tren de
pulsos, donde la CEP no es constante.
Figura 2.3: Variacio´n de la CEP (∆φ) en un tren de pulsos.
2.2. Descripcio´n matema´tica de un pulso ultra-
corto
En esta seccio´n describiremos las caracter´ısticas de los pulsos o´pticos utilizados
en esta tesis. Un pulso o´ptico es un paquete de ondas electromagne´ticas, que posee
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un determinado ancho temporal τ y una frecuencia central ω0. En el tratamiento
semicla´sico, la propagacio´n e interaccio´n de estos pulsos con la materia, esta´n
descriptos por las ecuaciones de Maxwell y la respuesta del material a trave´s de
la polarizacio´n macrosco´pica.
Por el tipo de intensidades utilizadas (re´gimen no-relativista), no tendremos
en cuenta en este ana´lisis la componente del campo magne´tico para realizar los
diferentes ca´lculos, por lo que solamente describiremos el pulso a trave´s del campo
ele´ctrico. Por otro lado, no se estudiara´n efectos de propagacio´n asociados a la
variacio´n espacial del pulso y supondremos que el pulso esta´ polarizado linealmen-
te. De esta manera, se desprecia la variacio´n espacial del pulso como as´ı tambie´n
su cara´cter vectorial. De esta forma, podemos describir al pulso o´ptico en forma
compleja de la siguiente manera.
E(t) = f(t)eiΓ(t) (2.1)
Siendo f(t) la envolvente del pulso y Γ(t) la fase. Generalmente, el contenido
espectral de los pulsos o´pticos se encuentra centrado alrededor de una frecuencia
media ω0 y toma valores apreciables solamente en un cierto intervalo ∆ω. Este
intervalo, es muy chico comparado con ω0.
De esta manera, se puede describir al pulso o´ptico por medio de una frecuencia
central o portadora, como:
E(t) = f(t)eiφ(t)eiω0t = f
′
(t)eiω0t (2.2)
O escrito de manera equivalente utilizando te´rminos reales.
E(t) = f(t) cos(ω0t+ φ(t)) (2.3)
La funcio´n f
′
(t) es llamada la envolvente compleja del pulso. La envolvente
f(t), es la que posee informacio´n sobre el ancho temporal τ del pulso. El te´rmino
φ(t), es una funcio´n que puede llegar a ser bastante compleja y determina la fase
del pulso. Cuando la fase posee una dependencia temporal, se dice que el pulso
posee chirp. De esta manera, el pulso va a tener una frecuencia instanta´nea ω(t)
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dada por:
ω(t) = ω0 +
dφ(t)
dt
(2.4)
Figura 2.4: Ejemplo de un pulso con chirp lineal.
En la figura 2.4 se muestra un ejemplo de un pulso de pocos ciclos con chirp
lineal. Para este ejemplo, la frecuencia instanta´nea viene dada por la siguiente
expresio´n ω(t) = ω0 + bt, siendo b un para´metro que determina el grado del chirp.
La aproximacio´n anterior, dada por ∆ω  ω0, implica que la envolvente f(t)
y la fase φ(t) cambian muy poco en un ciclo o´ptico T (para una longitud de onda
de 800 nm T = 2,6fs). Esta aproximacio´n es muy u´til y se utilizara´ ma´s adelante.
Por otro lado, la descripcio´n y el ana´lisis del pulso o´ptico realizada anterior-
mente, puede tambie´n ser considerada en el dominio de las frecuencias por medio
de la Transformada de Fourier (TF ):
E˜(ω) =
∫ ∞
−∞
E(t)e−iωtdt =| E˜(ω) | eΦ(ω) (2.5)
El mo´dulo | E˜(ω) | representa la amplitud espectral y la funcio´n Φ(ω) la fase
espectral del pulso o´ptico.
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La Transformada de Fourier inversa se puede escribir como:
E(t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
E(ω)eiωtdω (2.6)
Esta representacio´n en el dominio de las frecuencias, posee muchas aplicacio-
nes y permite estudiar determinados casos de manera ma´s simple.
2.2.1. Relacio´n entre la duracio´n del pulso y su ancho es-
pectral
Como se comento´ en el punto anterior, la envolvente del pulso f(t) es la funcio´n
que determina el ancho temporal del pulso (τ). Por lo general, esta´ aceptado en
la literatura que el ancho temporal es determinado a mitad de altura del perfil
de intensidades del campo, siendo la intensidad I(t) ∝ E(t)E(t)∗. En ingle´s, para
referirse al ancho temporal del pulso se utiliza la abreviacio´n FWHM (full width
half maximum).
Existen diferentes funciones que se pueden utilizar para describir la envolvente
de un pulso, pero las ma´s comunes son la funcio´n gaussiana y la funcio´n secante
hiperbo´lica. Esta dos funciones se pueden escribir de la siguiente manera.
Siendo la funcio´n gaussiana.
f(t) = E0 exp
(
−( t
τG
)2
)
(2.7)
y la funcio´n secante hiperbo´lica.
f(t) = E0sech(
t
τG
) (2.8)
El para´metro E0 determina la ma´xima amplitud del campo ele´ctrico. Por otro
lado, el para´metro τG, esta´ relacionado con el ancho temporal a mitad de altura
τ (FWHM). Para el pulso gaussiano τG =
τ√
2 ln(2)
y para el pulso hiperbo´lico
τG =
τ
1,76
.
En esta tesis trabajaremos, en determinados casos, con otra funcio´n para
describir al pulso. Esta funcio´n es sin2( pit
1,456τ
). Aunque es una funcio´n perio´dica,
es u´til para realizar los ca´lculos, ya que permite hacer coincidir la ventana de
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simulacio´n con los puntos donde la funcio´n se anula.
Como el pulso posee un determinado ancho temporal no es posible asignarle
una u´nica frecuencia ω, sino que el mismo esta compuesto de muchas frecuencias.
A estas frecuencias, se las denomina el contenido espectral del pulso. Existe una
relacio´n matema´tica muy conocida entre el contenido espectral del pulso y su
funcio´n f(t), esta relacio´n es la TF, dada en las ecuaciones (2.5) y (2.6). De
forma equivalente al ancho temporal τ del pulso, se le puede asignar al contenido
espectral del pulso un ancho espectral a mitad de altura δω, definido como FWHM
de la funcio´n | E˜(ω) |, siendo esta funcio´n la TF de f(t).
A trave´s de la TF, se puede obtener una relacio´n muy importante entre el
ancho temporal τ y el ancho espectral δω del pulso. Esta relacio´n se puede escribir
como:
τδω ≥ 2picr (2.9)
Siendo cr una constante que depende del tipo de funcio´n utilizada para des-
cribir al pulso. Para la funcio´n gaussiana cr = 0,441 y para la funcio´n secante
hiperbo´lica cr = 0,315. La anterior relacio´n tiene las siguientes consecuencias: si
un pulso posee un determinado ancho espectral δω, el ancho temporal del pulso
esta limitado. En otras palabras, el pulso no puede ser temporalmente mas cor-
to que el limite dado por la ecuacio´n (2.9). Cuando el pulso se encuentra en su
mı´nimo ancho temporal, se dice que esta´ en el ”limite de Fourier”. Para los casos
pra´cticos, un pulso esta en el limite de Fourier cuando no posee chirp.
Otra cuestio´n interesante que se desprende de la ecuacio´n (2.9), es que se
la puede asociar al principio de incerteza de Heisenberg. Pero es de destacar,
que el principio de Heisenberg es un feno´meno cua´ntico y la ecuacio´n (2.9) es
de naturaleza ondulatoria cla´sica, por lo que a veces en la literatura se suele
interpretar de forma erro´nea a la ecuacio´n anterior.
2.3. Propagacio´n en medios diele´ctricos
Cuando un paquete de ondas electromagne´ticas se propaga por un medio
diele´ctrico, se presupone que la componente magne´tica de la onda no interactu´a
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con el medio (su amplitud es mucho menor que la del campo ele´ctrico), por lo que
solamente el campo ele´ctrico ~E es afectado por el mismo. La interaccio´n entre el
medio y el campo ele´ctrico puede describirse por medio del vector densidad de
polarizacio´n ~P y de la susceptibilidad ele´ctrica χ. Esta relacio´n para el caso mas
simple, en donde el medio es isotro´pico, homoge´neo, lineal y no dispersivo puede
escribirse como ~P = 0χ~E, siendo 0 la permitividad ele´ctrica del vacio.
En esta seccio´n, se estudiara´ el caso en donde el medio es dispersivo y no
lineal. Para este caso, podemos escribir la ecuacio´n de propagacio´n del campo
ele´ctrico en el medio como:
(∇2 − 1
c2
∂2
∂t2
) ~E(x, y, z, t) = µ0
∂2
∂t2
~P (x, y, z, t) (2.10)
Siendo c la velocidad de la luz y µ0 la permeabilidad magne´tica del vacio. Por
otro lado, es conveniente reescribir a ~P de la siguiente forma:
~P = ~PL + ~PNL (2.11)
Esta descomposicio´n permitira´ trabajar por separado la parte lineal ~PL y la
parte no lineal ~PNL de la polarizacio´n.
2.3.1. Medios dispersivos lineales
Un medio dispersivo se caracteriza por tener una susceptibilidad ele´ctrica
χ = χ(ω), indice de refraccio´n n(ω) y una velocidad de propagacio´n en el medio
v(ω) = c
n(ω)
dependiente de la frecuencia. Esta dependencia ocurre en el dominio
de Fourier o de frecuencias. En el dominio temporal significa que hay una relacio´n
de causalidad entre entre ~P y ~E, en otras palabras la respuesta del medio al campo
ele´ctrico no es instanta´nea.
Para analizar la propagacio´n de un campo ele´ctrico en un medio dispersivo,
vamos a suponer que el campo ele´ctrico esta´ polarizado linealmente y se propaga
en la direccio´n z como una onda plana (el campo es uniforme en la direccio´n
transversal x, y). De esta manera, se puede reducir la ecuacio´n (2.10) a la siguiente
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expresio´n.
(
∂2
∂z2
− 1
c2
∂2
∂t2
)E(z, t) = µ0
∂2
∂t2
PL(z, t) (2.12)
La relacio´n entre el campo ele´ctrico y la polarizacio´n, en el dominio temporal,
para un medio dispersivo esta dada por la siguiente expresio´n.
PL(t, z) = 0
∫ t
−∞
χ(t
′
)E(z, t− t′) dt′ (2.13)
Esta integral de convolucio´n, indica el cara´cter no instanta´neo de la respuesta
del material al campo ele´ctrico. Trabajar con esta expresio´n en los casos pra´cticos
no es sencillo, por lo que es conveniente trabajar en el dominio de Fourier . Por
lo tanto, podemos reescribir la ecuacio´n (2.13) mediante la TF como:
P˜L(ω, z) = 0χ(ω)E˜(ω, z) (2.14)
Siendo P˜ (ω, z), E˜(ω, z) y χ(ω) las respectivas TF de la polarizacio´n P , el
campo ele´ctrico E y la susceptibilidad χ. Teniendo en cuenta esta expresio´n y
tomando la TF de la ecuacio´n diferencial (2.12), llegamos a la siguiente expresio´n
para la propagacio´n de un campo ele´ctrico en un medio dispersivo:
(
∂2
∂z2
+
ω2
c2
(ω))E˜(ω, z) = 0 (2.15)
En la anterior ecuacio´n hemos introducido la constante diele´ctrica, que en
te´rminos de la susceptibilidad se expresa como:
(ω) = (1 + χ(ω)) (2.16)
Para una constante diele´ctrica real, la solucio´n en la direccio´n de propagacio´n
+z, toma la siguiente forma:
E˜(ω, z) = E˜(ω, o)e−ik(ω)z (2.17)
Donde la constante de propagacio´n k(ω) queda determinada por la siguiente
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relacio´n de dispersio´n.
k2(ω) =
ω2
c2
n2(ω) (2.18)
Para hacer simplificaciones adicionales sobre la ecuacio´n (2.12), vamos a desa-
rrollar en serie de Taylor, alrededor de ω0, la constante de propagacio´n k(ω).
k(ω) = k(ω0) +
dk
dω
|ω0 (ω − ω0) +
1
2
d2k
dω2
|ω0 (ω − ω0)2 + ... = k0 + δk (2.19)
De esta manera, podemos reescribir la ecuacio´n (2.17) como:
E˜(ω, z) = E˜(ω, o)e−ik(ω0)ze−iδkz (2.20)
En este punto, vamos a hacer una aproximacio´n ya utilizada en la ecuacio´n
(2.2). Esta vez, la aproximacio´n se realizara´ sobre la propagacio´n del pulso sobre el
eje z. Supondremos que el espectro de Fourier del campo esta´ centrado alrededor
del vector de onda k0 y que es solo apreciable alrededor de un intervalo pequen˜o
∆k, en comparacio´n con k0.
Redefiniendo la ecuacio´n (2.20), como:
ε˜(ω
′
, z) = E˜(ω, o)e−iδkz(2.21)
Donde ω
′
= ω + ω0. La anterior aproximacio´n nos indica, que la nueva ampli-
tud definida del pulso (2.21), varia muy poco cuando viaja una distancia compa-
rable con la longitud de onda λ0 =
2pi
k0
. El mismo resultados, se puede obtener de
manera equivalente, por medio de la siguiente desigualdad.
| d
dz
ε˜(ω
′
, z) | k0 | ε˜(ω′ , z) | (2.22)
La aproximacio´n anterior es muy conocida, se la suele conocer por sus siglas
en ingle´s SVEA (slowly varying envelope approximation).
Podemos escribir ahora la ecuacio´n para el campo ele´ctrico E(t, z), por medio
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de la TF de la ecuacio´n (2.20) y la ecuacio´n (2.21), como:
E(t, z) = ε(t, z)ei(ω0t−k0z) (2.23)
Donde, k(ω0) = k0 y ε(t, z) es la TF de ε˜(ω
′
, z). Para simplificar la ecuacio´n
diferencial 2.12, vamos a desarrollar en serie de Taylor la funcio´n diele´ctrica (ω)
alrededor de ω0. Por lo que podemos escribir la ecuacio´n (2.14) de la siguiente
forma:
P˜L(ω, z) = ((ω0)− 0 +
∞∑
n=1
1
n!
dn
dωn
|ω0)E˜(ω, z) (2.24)
Podemos escribir la ecuacio´n anterior en el dominio temporal como:
PL(t, z) = (((ω0)− 0)ε(t, z) +
∞∑
n=1
(−i)n 
(n)(ω0)
n!
∂n
∂tn
ε(t, z))ei(ω0t−k0z) (2.25)
Donde (n)(ω0) =
dn
dωn
|ω0 . De esta manera, reemplazando el campo ele´ctrico
E(t, z) y la polarizacio´n PL(t, z) en la ecuacio´n de onda (2.12) y por medio de
las relaciones (2.23) y (2.25), llegamos a la siguiente expresio´n:
∂
∂ξ
ε− i
2
k
′′
0
∂2
∂η2
ε+ ς = − i
2k0
∂
∂ξ
(
∂
∂ξ
− 2
vg
∂
∂η
)ε (2.26)
Sobre la ecuacio´n diferencial anterior, hemos realizado el siguiente cambio de
variables para la coordenada espacial z y temporal t.
ξ = z η = t− z
vg
(2.27)
Donde las diferentes derivadas parciales queden expresadas como:
∂
∂ξ
=
∂
∂z
− 1
vg
∂
∂η
∂
∂η
=
∂
∂t
(2.28)
Este sistema de coordenadas se mueve con la velocidad de grupo vg, definida
como, vg = (
dk
dω
|ω0)−1.
La cantidad ς, en la ecuacio´n (2.26), contiene te´rminos dispersivos de orden
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n ≥ 3. El te´rmino dispersivo de orden n = 2 es muy importante, se lo suele
conocer en la literatura como GVD ( por sus siglas en ingles Group Velocity
Dispersion) y queda expresado a continuacio´n como:
k
′′
0 =
∂2k
∂ω2
|ω0= −
1
v2g
dvg
dω
|ω0 (2.29)
Para simplificar la ecuacio´n de onda (2.26), utilizaremos la aproximacio´n
SVEA sobre el termino del lado derecho de la ecuacio´n. Para este caso la aproxi-
macio´n nos queda:
| 1
k0
(
∂
∂ξ
− 2
vg
∂
∂η
)ε || ε | (2.30)
Por otro lado, despreciamos los te´rminos dispersivos de orden n ≥ 3, ya que
estos te´rminos, para una gran cantidad de problemas pueden despreciarse. De
esta manera, se llega a la siguiente ecuacio´n de onda reducida.
∂
∂ξ
ε(ξ, η)− i
2
k
′′
0
∂2
∂η2
ε(ξ, η) = 0 (2.31)
Esta ecuacio´n, representa la evolucio´n de un pulso o´ptico propaga´ndose por un
medio dispersivo sin pe´rdidas, caracterizado por la GVD del medio. Es de destacar
la similitud entre la ecuacio´n (2.31) y la ecuacio´n de Schro¨dinger unidimensional.
Un pulso o´ptico propaga´ndose en un medio dispersivo sufre una deformacio´n
en su estructura temporal. Para el caso en que el medio dispersivo quede u´nica-
mente caracterizado por el parametro GVD, las distintas frecuencias contenidas
dentro del pulso viajan a diferentes velocidades. Esto genera un alargamiento o
compresio´n del pulso (cambia el para´metro τ). La compresio´n o alargamiento,
depende del estado inicial del pulso y/o el signo de la dispersio´n. La figura 2.5
muestra un ejemplo de un pulso propaga´ndose en un medio dispersivo. Inicial-
mente el pulso esta limitado por TF y es ensanchado a medida que atraviesa un
medio de longitud z.
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Figura 2.5: Ensanchamiento de un pulso antes y despue´s de atravesar un medio
dispersivo de longitud z.
2.3.2. Medios o´pticos, interaccio´n no-lineal
En esta seccio´n, vamos a considerar la propagacio´n de un pulso a trave´s de
un medio o´ptico. El pulso esta´ linealmente polarizado y el material es isotro´pico,
homoge´neo y no dispersivo. Vamos a suponer que la intensidad o amplitud del
campo ele´ctrico es suficientemente grande, tal que permita la modificacio´n de las
propiedades o´pticas a medida que el pulso se propaga.
Estas modificaciones sobre el material, dada por la interaccio´n con el campo
ele´ctrico, pueden expresarse (lejos de frecuencias de resonancia), por medio de
una polarizacio´n PNL que no depende linealmente con el campo ele´ctrico E. Esta
dependencia, la podemos escribir por medio de un desarrollo en serie como:
PNL = 0χ(E)E = 0χ
(2)E2 + 0χ
(3)E3 + ...+ 0χ
(n)En... (2.32)
A cada te´rmino de la expansio´n en serie de la ecuacio´n anterior, se le pue-
de asignar una polarizacio´n P de orden n, de tal forma que, P (n) = 0χ
(n)En.
Las diferentes cantidades χ(n), se las conoce como susceptibilidad de orden n.
Donde el primer termino χ(1), que no se encuentra en la ecuacio´n (2.23), es la
susceptibilidad para el caso de interaccio´n lineal.
Por otro lado, asumiremos que la respuesta del medio al campo ele´ctrico es
instanta´nea. La polarizacio´n al instante t = t0, depende del campo en t = t0. Esta
suposicio´n es acertada para los efectos no lineales que provengan de naturaleza
electro´nica. En este caso y lejos de frecuencias de resonancia, los pulsos pueden
poseer duraciones temporales del orden de 10−14s. Para los casos en donde el
18
efecto no-lineal sea de origen molecular (vibraciones moleculares), los tiempos
de respuestas son ma´s largos y para trabajar con pulsos de femtosegundos, es
necesario realizar una integral de convolucio´n entre P y E.
Los distintos ordenes de la polarizacio´n P (n), dan origen a diferentes feno´menos
o´pticos no lineales. Para P (2) (procesos no-lineales de segundo orden), ocurre el
feno´meno de la generacio´n de segundo armo´nico. En donde, al interactuar el pulso
de frecuencia ω0 con el medio, se origina un nuevo pulso que posee una frecuencia
2ω0. Tambie´n a este orden, se manifiesta el feno´meno denominado rectificacio´n
o´ptica, en donde se generan campos ele´ctricos cuasi-esta´ticos. Por otra lado, al
”sumar”(el principio de superposicio´n deja de tener validez) pulsos de diferentes
frecuencias ω1 y ω2, se origina un pulso nuevo que posee una nueva frecuencia
ω3. Esto da origen, a dos nuevos feno´menos llamados en ingle´s parametric up-
conversion y parametric down-conversion, en donde ω3 = ω1 + ω2 y ω3 = ω1− ω2
respectivamente.
La polarizacio´n de tercer orden P (3), da origen, entre otros feno´menos, a la
generacio´n de tercer armo´nico y al efecto Kerr. Como en la generacio´n de segundo
armo´nico, la generacio´n de tercer armo´nico genera un pulso de frecuencia 3ω0,
partiendo de un pulso con frecuencia original ω0. El efecto Kerr, origina un cambio
del ı´ndice de refraccio´n del material al aplicarle un campo ele´ctrico externo. Este
efecto origina varios tipos de feno´menos, pero en esta tesis solo discutiremos la
automodulacio´n de fase (en ingles self phase modulation SPM). La SPM es un
cambio temporal de la fase φ(t) del pulso, a medida que se propaga por el medio.
Para estudiar la propagacio´n de un pulso en un medio o´ptico no-lineal, utili-
zaremos la ecuacio´n de onda reducida (2.31) y le agregaremos el cambio temporal
de la polarizacio´n no-lineal PNL. Por lo que se obtiene la siguiente ecuacio´n:
(
∂
∂z
ε− i
2
k
′′
0
∂2
∂t2
ε)e(ω0t−k0z) = i
µ0
k0
∂2
∂t2
PNL (2.33)
Para simplificar las ecuaciones utilizaremos sobre PNL, la misma aproximacio´n
realizada en la ecuacio´n (2.2). Para ahorrar notacio´n, llamaremos a PNL = P . De
esta manera, podemos escribir a P a trave´s de una envolvente y una frecuencia
portadora como P = P˜ eiω0t.
El termino del lado derecho de la ecuacio´n (2.33), se puede entonces reescribir
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como:
∂2
∂t2
(P˜ eiω0t) = (
∂2
∂t2
P˜ + 2iωp
∂
∂t
P˜ − ω20P˜ )eiω0t (2.34)
En este punto utilizaremos la aproximacio´n en la cual, la envolvente de la
polarizacio´n varia muy poco en relacio´n a su periodo temporal T . Esto quiere
decir que ω0τ0 = 2piτ0/T  1. Bajo esta aproximacio´n los dos primeros te´rminos
(los te´rminos que contienen las derivadas temporales) pueden ser despreciados
en relacio´n a ω20P˜ . Esta aproximacio´n simplifica enormemente la resolucio´n de la
ecuacio´n (2.33).
Cuando un pulso, de suficiente intensidad, se propaga sobre un material trans-
parente, el ı´ndice de refraccio´n depende nolinealmente del campo propagado (se
desprende del efecto Kerr). Esta dependencia, a primer orden se puede escribir
como:
n = n0 + n2I(t) (2.35)
El para´metro n2 se lo suele llamar coeficiente de ı´ndice de refraccio´n no-
lineal. Este para´metro determina que tan fuerte es el acoplamiento entre el campo
ele´ctrico y el ı´ndice de refraccio´n. Como ya hemos mencionado antes, el origen
de este cambio puede provenir de diferentes feno´menos f´ısicos. Como una regla
general, a una gran no-linealidad (alto valor del coeficiente n2) se le suele asociar
un alto tiempo de respuesta del material. Por ejemplo, los vidrios poseen n2 del
orden de 10−16cm2/W − 10−15cm2/W y tiempos de respuesta del material del
orden de 10−15s− 10−14s. Para el caso de los procesos de origen molecular, como
puede ser la mole´cula de CS2, n2 = 10
−12cm2/W y posee un tiempo de respuesta
de 10−12s. El coeficiente no-lineal n2 puede ser escrito en funcio´n de una no-
linealidad de tercer orden. Al incidir un pulso sobre un material, la polarizacio´n
se puede escribir como:
P (3) = 0χ
(3)E3 = 0χ
(3)(
3
8
ε2εeiωot +
1
8
ε3e3iωot) (2.36)
El te´rmino que posee una frecuencia 3ω0 en la exponencial, corresponde a
la generacio´n de tercer armo´nica. Este te´rmino se puede despreciar para ciertos
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materiales o´pticos, por lo que no se tendra´ en cuenta en nuestro estudio. De la
ecuacio´n anterior, se puede relacionar la susceptibilidad de tercer orden con la
variacio´n del ı´ndice de refraccio´n con la intensidad. Por lo que podemos escribir
a n2 como:
n2 =
3
4
χ(3)
0cn20
(2.37)
La relacio´n anterior se obtiene teniendo en cuenta la definicio´n del ı´ndice de
refraccio´n n = (1+χ)
1
2 . La dependencia del ı´ndice de refraccio´n n con la intensidad
origina, por un lado, un pulso con chirp (variacio´n temporal), este feno´meno es el
ya mencionado SPM. Por otro lado, existe una variacio´n espacial en el frente de
onda del pulso mediante un efecto de lente, a esta variacio´n espacial se la conoce
como auto-enfoque o en ingle´s self-focusing. En la mayor´ıa de los casos el auto-
enfoque no es deseable, ya que se trata de trabajar con perfiles espacialmentes
uniformes.
Vamos ahora, a deducir como cambia la fase de un pulso con chirp dado por
la SPM. Esta deduccio´n la haremos sobre la ecuacio´n de onda reducida (2.33)
despreciando el termino dispersivo k
′′
0 . Para despreciar este te´rmino, es necesario
que el pulso se propague dentro del material una distancia z  LD, donde LD
es la longitud de dispersio´n. Esta longitud caracteriza el efecto de la dispersio´n
sobre el pulso y se define como:
LD =
τ 2
k
′′
0
(2.38)
Bajo las hipo´tesis anteriormente mencionadas, podemos escribir la ecuacio´n
de onda reducida para el caso de un pulso propaga´ndose en un medio no-lineal
de tercer orden como:
∂
∂z
ε(z, t) = −i3ω
2
0χ
(3)
8c2k0
ε2ε = −in2k0
n0
Iε (2.39)
Donde hemos escrito al cuadrado del campo ele´ctrico en funcio´n de una in-
tensidad instanta´nea I. Para χ(3) real, sustituyendo ε = ε˜exp(iφ) en la ecuacio´n
anterior y separando parte real e imaginaria, obtenemos una ecuacio´n para la
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envolvente del pulso:
∂
∂z
ε˜ = 0 (2.40)
Y una ecuacio´n para la fase φ.
∂
∂z
φ = −n2k0
n0
I (2.41)
Se observa de las dos ecuaciones anteriores, que la envolvente del pulso per-
manece constante a medida que se propaga el pulso sobre el medio, esto se debe
a que se desprecio los efectos dispersivos. Esto permite poder integrar la ecuacio´n
(2.41), ya que ε˜(z, t) = ε˜(0, t) = ε˜0(t). Por lo que se obtiene la solucio´n para la
fase φ(z, t) como:
φ(z, t) = φ0(t)− k0n2
n0
zI0(t) (2.42)
Teniendo en cuenta la solucio´n anterior, puede observarse que el cambio de
fase depende de la forma del pulso. Como la GVD (medio dispersivo) produce un
aumento del ancho del pulso τ , la SPM produce un ensanchamiento espectral
del pulso. De esta manera, la SPM puede ser utilizada para obtener pulsos de
algunos fs de duracio´n, ya que al ensanchar su espectro en frecuencia (cambia el
limite de Fourier) y mediante un medio dispersivo es posible comprimir el pulso.
Por otro lado, puede generarse luz supercontinua, que no es ni ma´s ni menos un
pulso con un enorme ancho espectral.
Como una caracterizacio´n de la intensidad del feno´meno de la SPM, es con-
veniente definir una longitud LNL, denominada longitud de interaccio´n no-lineal.
Entonces.
LNL =
n0
n2k0I0m
(2.43)
Siendo I0m la intensidad pico del pulso.
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Cap´ıtulo 3
Generacio´n de Armo´nicos de
Alto Orden
3.1. Ionizacio´n con campos muy intensos
¿A que nos referimos cuando hablamos de campos la´ser muy intensos?. La
respuesta, solo tiene sentido en la comparacio´n con los sistemas que deseamos es-
tudiar. Tomemos como ejemplo la intensidad del campo ele´ctrico que experimenta
el electro´n en un a´tomo de hidro´geno, debido a la interaccio´n Coulombiana.
Ea =
e
a20
1
4pi0
' 5,1 · 1011V/m (3.1)
Este campo ele´ctrico, corresponde a la primer o´rbita del a´tomo de Bohr, siendo
e la carga del electro´n y a0 el radio de Bohr.
La intensidad de un campo la´ser, correspondiente al valor del campo anterior,
se puede calcular por la siguiente expresio´n:
I =
1
2
c0E
2 (3.2)
Siendo c la velocidad de la luz. Esta intensidad es igual a 3,5 · 1016W/cm2.
Cuando se trabajan con intensidades muy altas superiores a 1012W/cm2, aparecen
nuevos feno´menos en la interaccio´n radiacio´n materia. Estos feno´menos se originan
mayormente, porque los valores de los campos Coulombiano y del la´ser son del
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mismo orden de magnitud. A estas intensidades, deja de tener validez el principio
de superposicio´n, por lo que a estos efectos se los conoce como feno´menos no-
lineales o de campo fuerte (strong field) [2, 61, 62].
A estas intensidades, se ionizan los a´tomos o mole´culas independientemente
de la energ´ıa que posean los foto´nes (}ω0). Esto contradice la nocio´n cla´sica de
ionizacio´n [63]. Existen tres tipos de posibilidad de ionizar un a´tomo utilizando
altas intensidades. Estas son: ionizacio´n por efecto tu´nel, ionizacio´n multifoto´nica
y ionizacio´n por supresio´n de barrera. Cada uno de estos tres diferentes proce-
sos, depende de la frecuencia ω0 y amplitud del campo ele´ctrico E0 la´ser, como
as´ı tambie´n del potencial de ionizacio´n IP del a´tomo. El primero en unificar estos
procesos fue Keldysh [64], introdujo un para´metro llamado para´metro de Keldysh
o para´metro adiaba´tico, que se puede escribir como:
γ =
ω0(2mIP )
1/2
qE0
=
√
IP
2UP
(3.3)
Siendo m y q la masa y carga del electro´n, el termino UP se lo denomina
energ´ıa ponderomotriz y es un promedio de la energ´ıa que adquiere una part´ıcula
de masa m y cargo q bajo la fuerza de un campo ele´ctrico oscilante. El para´metro
γ determina el re´gimen de ionizacio´n.
En las siguientes sub-secciones, explicaremos los tres procesos de ionizacio´n y
su relacio´n con el para´metro de Keldysh con ma´s detalle.
3.1.1. Ionizacio´n por efecto tu´nel
El proceso de ionizacio´n ma´s importante para la generacio´n de armo´nicos de
alto orden, es la ionizacio´n por efecto tu´nel [14].
Cuando la magnitud del campo ele´ctrico del la´ser es comparable al campo
Coulombiano del a´tomo o mole´cula, se logra una deformacio´n del potencial del
nu´cleo. Esta modificacio´n del potencial ato´mico, permite que un electro´n que se
encuentra en una estado ligado, pueda ser ionizado por efecto tu´nel [61, 65].
Esquema´ticamente, el proceso se puede apreciar en la figura 3.1. Original-
mente el electro´n se encuentra ligado al nu´cleo como se observa en la figura 3.1a.
Cuando el campo la´ser comienza a actuar (linea punteada), se crea una barrera
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de potencial como se observa en la figura 3.1b. Esto permite, bajo cierta proba-
bilidad, que el electro´n pase de un estado ligado al estado continuo.
Figura 3.1: Evolucio´n del paquete de onda del electro´n, en re´gimen tu´nel y por
supresio´n de barrera.
En estas condiciones, es posible estimar un tiempo de ionizacio´n. Supongamos
que el electro´n se encuentra originalmente con una energ´ıa de ligadura IP y en la
posicio´n z = 0. Cuando el potencial de la´ser alcanza ese valor, se da la siguiente
condicio´n en valor absoluto IP = qE0z, por lo que podemos escribir la nueva
posicio´n del electro´n despue´s de la ionizacio´n como:
z0 =
IP
qE0
(3.4)
Asumimos que el electro´n viaja a velocidad constante sobre la barrera de po-
tencial, en consecuencia se la puede estimar como, v0 =
√
2mIP . De esta manera,
podemos obtener el tiempo que el electro´n tarda en atravesar la barrera tu´nel
como:
τt =
z0
v0
= −i γ
2ω0
(3.5)
Donde γ es el para´metro de Keldysh definido en la ecuacio´n (3.3). Este
para´metro puede ser escrito, aproximadamente, en funcio´n del tiempo tu´nel τt
y el periodo del campo del la´ser T como γ ≈ 4pi | τt | /T . De la anterior expre-
sio´n, se puede ver, intuitivamente, que el tiempo tu´nel τt, debe ser mucho menor
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el periodo del campo del la´ser para que que el electro´n pueda ser ionizado por
efecto tu´nel. Esta condicio´n, asume un campo ele´ctrico esta´tico en el proceso de
ionizacio´n. De esta manera, se puede afirmar que el feno´meno de ionizacio´n por
tu´nel tiene lugar cuando γ  1.
3.1.2. Ionizacio´n por supresio´n de barrera
El proceso de ionizacio´n por supresio´n de barrera es similar al de efecto tu´nel
[14]. En este proceso, el campo ele´ctrico la´ser al interactuar con el a´tomo deforma
enormemente al potencial del mismo, permitiendo que el electro´n escape al estado
continuo, ya que no hay estado ligado. Este proceso se puede apreciar en la figura
3.1c, donde se observa que el potencial la´ser es superior al potencial de ligadura
del a´tomo, lo que origina que el electro´n sea ionizado sin la necesidad de atravesar
una barrera tu´nel.
3.1.3. Ionizacio´n multifoto´nica
La ionizacio´n de a´tomos o mole´culas, en donde deja de tener validez el proceso
de absorcio´n de fotones propuesto por Einstein, esto es, cuando la ionizacio´n
cumple la condicio´n IP < }ω0, donde IP es el potencial de ionizacio´n y }ω0 es la
energ´ıa del foto´n, se denomina proceso de absorcio´n no-lineal [61].
La ionizacio´n multifoto´nica, consiste en la absorcio´n de varios fotones, ”si-
multa´neamente”, para generar una transicio´n entre un estado ligado y un esta-
do del continuo. Este proceso de ionizacio´n es no-lineal y cumple la condicio´n
}ω0 < IP . Para lograr este proceso, el electro´n debe absorber un nu´mero entero
de fotones, es decir IP < N}ω0, siendo N entero [63,66,67].
Este tipo de absorcio´n, no solo puede producir una ionizacio´n, sino que tam-
bie´n tiene lugar en transiciones internas entre estados ligados donde se cumple la
siguiente relacio´n N}ω0 = Ef − Ei, expresio´n que difiere del postulado de Bohr
}ω0 = Ef−Ei. La posibilidad que se viole el postulado de Bohr, la fundamenta el
principio de incerteza de Heisenberg, el cual en unidades ato´micas queda expre-
sado como ∆E∆t > 1. Esta desigualdad permite que se generen estados virtuales
en un tiempo ∆t, con un intervalo de energ´ıas ∆E. En la figura 3.2, a la derecha,
se representa un esquema de absorcio´n multifoto´nica de dos fotones y su estado
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virtual, como as´ı tambie´n en la imagen de la izquierda, se detalla un esquema del
procesos de absorcio´n lineal entre estados ligados.
La ionizacio´n multifoto´nica se logra cuando γ  1, es decir, el potencial de
ionizacio´n IP debe ser mayor a la energ´ıa ponderomotriz, esto se alcanza para
intensidades bajas o frecuencias altas. De esta manera, quedan bien definidos en
te´rminos del para´metro de Keldysh los dos reg´ımenes de ionizacio´n por campos
la´ser muy intensos.
Cuando el campo es de´bil, la razo´n de ionizacio´n (probabilidad de ionizacio´n
por unidad de tiempo) se da por la siguiente expresio´n perturbativa.
w = σ(K)(
I
ω0
)K (3.6)
Siendo, σ(K) la seccio´n transversal multifoto´nica, que depende de la frecuencia
y polarizacio´n del la´ser, como as´ı tambie´n de la estructura ato´mica. El para´metro
K, determina el nu´mero de fotones que son absorbidos en el proceso multifoto´nico.
Cuando K = 1 se describe el efecto fotoele´ctrico propuesto por Einstein [68].
Figura 3.2: Absorcio´n multifoto´nica de dos fotones.
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3.2. Generacio´n de Armo´nicos de Alto orden en
gases nobles
La generacio´n de armo´nicos de alto orden, en ingle´s High Harmonics Genera-
tion (HHG), es un proceso de interaccio´n radiacio´n-materia altamente no-lineal.
Cuando un pulso la´ser, suficientemente energe´tico, de frecuencia ω0 es enfocado
sobre un sistema gaseoso, se generan fotones con frecuencias impares de la fre-
cuencia de excitacio´n. La energ´ıa de estos fotones esta´ dada por n~ω0, siendo n
un entero impar [8, 12].
Generalmente, para obtener radiacio´n armo´nica se suele emplear sistemas la´ser
de Titanio Zafiro de pocos femtosegunos de duracio´n y algunos mJ de energ´ıa,
estos la´seres suelen trabajar con a longitud de onda central de 800 nm [9]. Los
sistemas gaseosos utilizados suelen ser gases nobles (He, Ar, Xe, etc.), que poseen
potenciales de ionizacio´n elevados, como as´ı tambie´n algunos gases moleculares
[69,70]. El rango de intensidades utilizado, depende del gas con el que se trabaje
y suele estar entre 1013W/cm2 y 1015W/cm2. La HHG permite obtener radiacio´n
coherente en la regio´n entre los XUV y los rayos X blandos, aunque hoy en d´ıa se
a alcanzado la regio´n de los rayos X duros, que en te´rminos energe´ticos se situ´a
en los Kev [10,71].
El espectro caracter´ıstico de la generacio´n de armo´nicos, consiste en una pri-
mera parte denominada perturbativa (armo´nicos de orden bajo), en la cual el
electro´n no es ionizado por el la´ser y se encuentra ligado al nu´cleo. En esta re-
gio´n la eficiencia decrece exponencialmente con el orden armo´nico. La siguiente
regio´n se denomina meseta o plateau y se caracteriza porque la eficiencia de los
armo´nicos permanece constante. Esta meseta, termina en un punto denominado
cut-off, que corresponde a la energ´ıa del foto´n ma´s energe´tico que se puede obte-
ner. Mas alla´ de este punto, la eficiencia de la generacio´n de armo´nicos decrece
bruscamente [12,13,32]. En la figura 3.3, se observa un esquema de un espectro de
armo´nicos donde se distinguen claramente las regiones anteriormente nombradas.
El foto´n de ma´xima energ´ıa o cut-off, esta dado por la siguiente ley.
Ecut−off = IP + 3,17UP (3.7)
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Figura 3.3: Espectro caracter´ıstico de la generacio´n de armo´nicos de alto orden.
En el mismo se pueden identificar tres regiones a medida que aumenta la frecuen-
cia o energ´ıa del foto´n emitido. La regio´n perturbativa, que se situ´a en los primeros
ordenes armo´nicos, en donde la intensidad decrece exponencialmente. Una regio´n
denominada meseta, en donde los armo´nicos poseen la misma intensidad, hasta
finalizar en el cut-off o foto´n de ma´xima energ´ıa que se puede obtener.
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Siendo IP el potencial de ionizacio´n del a´tomo y UP la energ´ıa ponderomotriz,
que se puede escribir como UP ∝ Iλ20, donde I es la intensidad del la´ser y λ0 su
longitud de onda [15]. De la anterior relacio´n, se observa que existen dos formas
para extender el cut-off en la generacio´n de armo´nicos. Por un lado, se puede
aumentar la intensidad del la´ser y/o por el otro, se puede aumentar su longitud
de onda. Sin embargo, existen limitaciones cuando se desea obtener fotones ma´s
energe´ticos (cut-off). Si se aumenta la intensidad, se puede entrar en el re´gimen
de supresio´n de barrera. En este re´gimen, no se dan las condiciones para que
se produzca radiacio´n armo´nica [14]. Por otro lado, un aumento en la longitud
de onda origina un brusco decrecimiento de la eficiencia de la radiacio´n emitida.
Este decrecimiento esta dado por λ−5,50 [72–74]. En las siguientes sub-secciones,
se explicara´ detalladamente los modelos propuestos para describir el feno´meno
de la generacio´n de armo´nicos, por lo que se entendera´ mejor lo anteriormente
mencionado.
Un esquema de un sistema experimental tipo para la generacio´n de armo´nicos
de alto orden se muestra en la figura 3.4. En el mismo, un la´ser de pulsos ultra-
cortos (rojo), generalmente en el infrarrojo, es enfocado sobre un jet de gas. Todo
el sistema de generacio´n y deteccio´n de armo´nicos debe producirse en una ca´mara
de vac´ıo, ya que la radiacio´n emitida es absorbida por el aire. Luego de generarse
la radiacio´n armo´nica, es necesario colocar un filtro de aluminio para absorber el
la´ser. Una vez filtrada la radiacio´n infrarroja, se colocan redes de difraccio´n para
obtener el espectro separado y de esta manera mediante un detector adecuado,
se registra la radiacio´n.
3.2.1. Ana´lisis cla´sico y modelo de los tres pasos
La generacio´n de armo´nicos de orden bajo (segundo armo´nico, tercer armo´ni-
co, etc.), esta dada por los diferentes ordenes de la polarizacio´n no-lineal, ecuacio´n
(2.32). Esto origina, un decrecimiento exponencial de la eficiencia de generacio´n a
medida que crece el orden armo´nico. La generacio´n de armo´nicos de alto orden es
un feno´meno bastante distinto. La caracter´ıstica ma´s peculiar, se encuentra en la
regio´n donde la intensidad de los armo´nicos permanece constante, la llamada me-
seta o plateau. Esta regio´n, termina en un punto de ma´xima energ´ıa denominado
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Figura 3.4: Esquema de un dispositivo experimental tipo para la generacio´n y
deteccio´n de la radiacio´n armo´nica.
cut-off y esta´ muy bien descripta por la ecuacio´n (3.7).
En 1993 Corkum y por otro lado Kulander y Schafer [14, 15], proponen un
modelo muy simple e intuitivo para explicar la HHG. A este modelo, se lo conoce
como modelo de los tres pasos (three step model) y es un modelo semi-cla´sico.
En el primer paso, cuando el campo la´ser interactua con el a´tomo, se produce
una deformacio´n del potencial ato´mico. Esto permite, que el electro´n sea ionizado
por efecto tu´nel, por lo que es lanzado al continuo con cero energ´ıa cine´tica
(ionizacio´n). En el segundo paso, el movimiento del electro´n en el continuo es
gobernado solamente por las leyes cla´sicas y es afectado u´nicamente por el campo
ele´ctrico oscilante del la´ser (aceleracio´n). En el tercer paso, el electro´n vuelve a su
estado ligado original (por el cambio de direccio´n en el campo ele´ctrico), emitiendo
un foto´n cuya energ´ıa es igual a la energ´ıa cine´tica adquirida en el continuo, ma´s
el potencial de ionizacio´n, IP , del a´tomo(recombinacio´n).
La figura 3.5, muestra un esquema del modelo. En la misma, se observan los
diferentes pasos a medida que actu´a el campo ele´ctrico del la´ser sobre el a´tomo.
Consideremos ahora el campo ele´ctrico del la´ser E(t), supondremos que esta´ li-
nealmente polarizado en la direccio´n z. Por lo que podemos escribirlo de la si-
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Figura 3.5: Esquema del modelo de los tres pasos. Inicialmente, se observa el
potencial sin deformar, luego el la´ser modifica al potencial creando una barrera
que permite la ionizacio´n del electro´n. La aceleracio´n ocurre en el segundo paso
y por ultimo (cuando el campo cambia de direccio´n) el electro´n es recombinado
emitiendo un foto´n muy energe´tico.
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guiente manera:
E(t) = E0cos(ω0t) (3.8)
Donde E0 y ω0, son la amplitud ma´xima del campo y la frecuencia respectiva-
mente. Consideremos ahora que el electro´n es ionizado al tiempo t0 en la posicio´n
z = 0. Podemos escribir entonces, la segunda ley de Newton para el electro´n bajo
la fuerza del campo oscilante como:
z¨(t) = −eE0
m
cos(ω0t) (3.9)
Integrando la ecuacio´n anterior, para un tiempo t, y utilizando la condicio´n
z˙(t0) = 0, obtenemos las expresiones para la velocidad y posicio´n del electro´n.
z˙(t) = − eE0
ω0m
(sen(ω0t)− sen(ω0t0)) (3.10)
z(t) =
eE0
ω20m
[(cos(ω0t)− cos(ω0t0)) + (ω0t− ω0t0)sen(ω0t0)] (3.11)
Es conveniente reescribir las ecuaciones anteriores en te´rminos de una fase,
tal que θ = ω0t. Por lo tanto, obtenemos la siguiente expresio´n para z(θ).
z(θ) =
eE0
ω20m
[(cos(θ)− cos(θ0)) + (θ − θ0)sen(θ0)] (3.12)
La energ´ıa cine´tica, EC(θ) =
1
2
mz˙2(θ), que adquiere el electro´n la podemos
escribir como:
EC(θ) = 2UP (sen(θ)− sen(θ0))2 (3.13)
Dado que las trayectorias de los electrones relevantes para la HHG, corres-
ponden a las trayectorias que recombinan o que vuelven al electro´n a su estado
original, es necesario encontrar las soluciones donde, z(t) = 0 (z(θ) = 0). De esta
manera, as´ı como definimos un tiempo de ionizacio´n t0, se define un tiempo de
recombinacio´n (o equivalentemente en fase) tr (θr), que es el tiempo al cual el
electro´n es recombinado. As´ı, obtenemos la energ´ıa del foto´n emitido luego de la
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recombinacio´n como: EC(θr) + IP .
Figura 3.6: Energ´ıa cine´tica del electro´n como funcio´n de la fase de ionizacio´n
θ0(azul) y la fase de recombinacio´n θr (rojo), normalizada a UP . El campo ele´ctrico
la´ser (parte superior), se encuentra normalizado a E0.
En la figura 3.6, se muestra la energ´ıa cine´tica EC(θ)/UP , como funcio´n de la
fase de ionizacio´n θ0 (azul) y como funcio´n de la fase de recombinacio´n θr (rojo).
Se observa que el electro´n recombina, solamente si es ionizado en el intervalo
0 < θ0 < pi/2. Cuando el electro´n es ionizado en el intervalo pi/2 < θ0 < pi, nunca
regresa al origen y por lo tanto no genera radiacio´n armo´nica. El valor ma´ximo
de la energ´ıa corresponde a 3,17UP y corresponde a las siguientes fases, θ0 = 17
◦
y θr = 255
◦. Este modelo explica de manera simple e intuitiva la ley del cut-off o
foto´n de ma´xima energ´ıa generado en la HHG.
De imponer las soluciones z(t) = 0, se obtiene que a cada tiempo de ionizacio´n
t0 le corresponde un tiempo de recombinacio´n tr. Si escribimos explicitamente la
ecuacio´n para z(θ0, θr) = 0 y EC(θ0, θr), obtenemos.
(cos(θr)− cos(θ0)) + (θr − θ0)sen(θ0) = 0 (3.14)
34
(sen(θ)− sen(θ0))2 = EC
2UP
(3.15)
Las solucio´n de estas ecuaciones implica que a cada valor de la energ´ıa por
debajo de 3,17UP , le corresponden dos soluciones de z. Esto quiere decir, que
existen dos trayectorias que originan la misma energ´ıa cine´tica al momento de
recombinarse. Estas trayectorias se las conoce como trayectorias cortas y trayec-
torias largas. En la figura 3.6, se muestran estas diferentes soluciones de z, que
dan la misma energ´ıa cine´tica. Por otro lado, tambie´n se puede apreciar que exis-
te una u´nica trayectoria que al momento de recombinarse da la ma´xima energ´ıa
(cut-off). Las trayectorias largas, esta´n dadas para los siguientes intervalos de
ionizacio´n-recombinacio´n 0◦ < θ0 < 17◦, 255◦ < θr < 360◦, mientras que las
trayectorias cortas para los intervalos 17◦ < θ0 < 90◦, 90◦ < θr < 255◦.
Veamos ahora una explicacio´n simple, a trave´s de este modelo, de porque los
armo´nicos poseen frecuencias impares de la frecuencia fundamental. Si (θ0, θr),
es solucio´n de las ecuaciones (3.14) y (3.15),(θ0 + mpi, θr + mpi) tambie´n lo es,
siendo m un nu´mero entero. Podemos escribir que: zm(θ) = (−1)mzm=0(θ−mpi),
esto quiere decir que los armo´nicos son emitidos cada medio ciclo del la´ser con
fases alternadas (direccio´n del campo). Podemos escribir entonces para el campo
ele´ctrico armo´nico Eh, la siguiente expresio´n:
Eh(t) = ...+Fh(t+2pi/ω0)−Fh(t+pi/ω0)+Fh(t)−Fh(t−pi/ω0)+Fh(t−2pi/ω0)−...
(3.16)
Donde Fh son los campos armo´nicos emitidos cada medio ciclo. Tomando la
transformada de Fourier de la ecuacio´n anterior, se puede ver que el espectro de
armo´nicos esta´ compuesto de frecuencias impares de la frecuencia original [75].
3.2.2. Aproximacio´n de campo fuerte y modelo de Le-
wenstein
El modelo visto en la seccio´n anterior, es un modelo semi-cla´sico de la HHG.
Como la HHG es un feno´meno cua´ntico, es necesario un formalismo que lo con-
tenga. Por otro lado, la radiacio´n emitida por un a´tomo es proporcional a la TF
35
del momento dipolar ato´mico x(t) = 〈Ψ(r, t)| z |Ψ(r, t)〉, por lo que es necesario
encontrar esta expresio´n para obtener un espectro de armo´nicos real. En esta sec-
cio´n se presentara´ un modelo cua´ntico propuesto por Lewenstein en 1994 [16], el
mismo sirve para explicar la generacio´n de armo´nicos y encontrar una expresio´n
para x(t). El modelo se basa en la aproximacio´n de campo fuerte (strong field
approximation, SFA) [76], que es una aproximacio´n sobre los sistemas cua´nticos
que interactu´an con campos la´ser muy intensos.
Antes de interactuar el la´ser con el a´tomo, este se encuentra ligado al nu´cleo
con un potencial de la forma V (r) ∼ −1/r. Si suponemos que el la´ser esta po-
larizado en la direccio´n z y su longitud de onda es lo suficientemente grande
para utilizar la aproximacio´n dipolar, podemos escribir entonces la ecuacio´n de
Schro¨dinger (en u.a.), en el gauge de Length [77] como:
∂
∂t
|Ψ(r, t)〉 = [−1
2
∇2 + V (r) + zE(t)] |Ψ(r, t)〉 (3.17)
La ecuacio´n anterior describe la f´ısica de un solo electro´n, pero generalmente
los a´tomos utilizados en la HHG poseen varios electrones. La aproximacio´n an-
terior, se denomina en ingles Single-Active-Electron Approximation (SAE). Esta
aproximacio´n es va´lida para la HHG, ya que solamente un electro´n es ionizado,
mientras que el resto permanece fuertemente ligado al nu´cleo.
La SFA asume tres suposiciones sobre el sistema y su interaccio´n:
El a´tomo es descripto por un solo estado ligado, el estado |0〉. Las interac-
ciones entre estados ligados resonantes debe ser evitadas. Esto implica que
el potencial de ionizacio´n IP , debe ser mucho ma´s grande que la energ´ıa de
los fotones del la´ser, ~ω0.
La ionizacio´n debe ser de´bil. La intensidad del la´ser debe estar por debajo
de la intensidad de saturacio´n del a´tomo.
En el continuo, el electro´n no debe ser influenciado por el potencial del
a´tomo V (r). Para lograr esto, es necesario que la energ´ıa ponderomotriz
UP , sea ma´s grande que el potencial de ionizacio´n del a´tomo, IP .
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, podemos escribir el estado
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|Ψ(r, t)〉, como una expansio´n en una base que contiene al estado ligado y a los
estados del continuo como:
|Ψ(r, t)〉 = (a(t) |0〉+
∫ ∞
0
d3qb(q, t) |q〉)eiIP /~ (3.18)
Siendo q el momento cine´tico, a(t) la amplitud del estado ligado y b(q, t)
las amplitudes de los diferentes estados del continuo. Si introducimos el estado
definido por la ecuacio´n (3.18), en la ecuacio´n de Schro¨dinger (3.17) y hacemos
simplificaciones utilizando la SFA, llegamos a la siguiente ecuacio´n para el mo-
mento dipolar dependiente del tiempo.
x(t) = i
∫ t
−∞
dt
′
∫
d3pd∗(p + A(t)).exp(−iS(p, t, t′))E(t′)d(p + A(t′)) (3.19)
Donde p es el momento cano´nico, A(t) = − ∫ E(t)dt, d(p) el elemento de
matriz de la transicio´n dipolar y S(p, t, t
′
) la accio´n semi-cla´sica, definida como:
S(p, t, t
′
) =
∫ t
t′
dt
′′
(
[p + A(t
′′
)]2
2
+ IP ) (3.20)
La interpretacio´n f´ısica que se puede obtener de la ecuacio´n (3.19), corresponde
de manera directa con el modelo de los tres pasos. Si recorremos la ecuacio´n de
derecha a izquierda, a trave´s del termino E(t
′
)d(p + A(t
′
) se observa que el
electro´n es ionizado al tiempo t
′
. Entre t
′
y t, el electro´n se mueve clasicamente,
esto queda representado por medio de la accio´n S(p, t, t
′
). Por u´ltimo, el te´rmino
d∗(p + A(t)) representa la recombinacio´n al tiempo t.
El espectro de armo´nicos es proporcional a la TF del dipolo dependiente del
tiempo x(t), que se puede escribir como:
xˆ(ωh) = i
∫ ∞
−∞
dt
∫ t
−∞
dt
′
∫
d3pd∗(p+A(t)).exp(iωht−iS(p, t, t′))E(t′)d(p+A(t′))
(3.21)
Resolver la integral anterior no es sencillo, la misma que posee 5 dimensiones,
p, t, t
′
. Para hacerlo se utilizada el me´todo de saddle-point (punto silla). Este
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me´todo considera una expansio´n en Taylor (sobre p, t, t
′
) del argumento de la
exponencial, para luego igualar a cero la primera derivada. Esto nos lleva a las
siguientes ecuaciones:
p(t− t′) +
∫ t
t′
A(t
′′
)dt
′′
= 0 (3.22)
(p+ A(t
′
))2
2
= −IP (3.23)
(p+ A(t))2
2
= ωh − IP (3.24)
Las trayectorias que se desprenden de las ecuaciones (3.22), (3.23) y (3.24), se
las conocen como quantum orbits [77]. Si escribimos el momento cine´tico como q =
p+A(t) (velocidad), podemos reescribir la ecuacio´n (3.22), como
∫ t
t′ q(t
′′
)dt
′′
= 0.
Esto indica que el electro´n aparece en el continuo y es recombinado en su misma
posicio´n. Las ecuaciones (3.23) y (3.24) las podemos reescribir como (q(t))
2
2
−
(q(t
′
))2
2
= ωh y representa la conservacio´n de la energ´ıa en el proceso de radiacio´n
armo´nica. La interpretacio´n de la ecuacio´n (3.23) es ma´s complicada, ya que posee
un elemento complejo, a la parte imaginaria de t
′
, se la suele atribuir como un
tiempo tu´nel.
Por otro lado, si de las ecuaciones anteriores reemplazamos IP por cero y ωh
por la EC , obtenemos la ecuaciones (3.14) y (3.15) propuestas en el modelo cla´sico
de los tres pasos. Lewenstein para el foto´n de ma´xima energ´ıa (cut-off), obtiene
la siguiente expresio´n.
Ecut−off = 3,17UP + gIP (3.25)
Siendo g ∼ 1,3, esta pequen˜a discrepancia puede estar dada por la distancia
entre el nu´cleo y la posicio´n donde el electro´n es ionizado por tu´nel.
3.2.3. Ecuacio´n de Schro¨dinger 1-D y 3-D
Cuando se describe la dina´mica de un electro´n en la HHG, se puede asumir que
el movimiento de este se encuentra sobre la direccio´n de polarizacio´n del la´ser, z.
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De esta manera, es aceptable trabajar con la ecuacio´n de Schro¨dinger dependiente
del tiempo en una dimension (1D-TDSE), que se puede escribir como:
i
∂Ψ
∂t
= H(t)Ψ(z, t) = [−1
2
∂2
∂z2
+ Va´tomo(z) + Vla´ser(z, t)]Ψ(z, t) (3.26)
Para modelar el a´tomo unidimensional, se utiliza el potencial conocido como
Soft Coulomb [77], el cual se escribe:
Va´tomo(z) =
−1√
z2 + a2
(3.27)
Este potencial posee la ventaja de no tener singularidades, por lo que hace
ma´s fa´cil su resolucio´n nume´rica. El termino a2 se ajusta de tal manera, que
permita modelar los diferentes a´tomos (Ar, Xe, He, Ne...) a trave´s del potencial de
ionizacio´n IP . Este potencial fue introducido por primera vez por Su y Eberly [78],
y se utiliza frecuentemente en el ana´lisis de a´tomos en una dimension. El potencial
del la´ser, se escribe en la aproximacio´n dipolar como:
Vla´ser(z) = − ~E(t) · ~r = −E0f(t)zsen(ω0t) (3.28)
La funcio´n f(t), es la envolvente del pulso y por lo general es una funcio´n
Gaussiana, pero para realizar los ca´lculos se pueden utilizar otras funciones (sec-
cio´n 2.2.1).
Antes de que el a´tomo interactue con el la´ser, el estado inicial del sistema es el
estado fundamental Ψ0(z, 0). Este estado, es una solucio´n del siguiente problema
de autovalores:
[−1
2
∂2
∂z2
+ Va´tomo(z)]Ψ(z, 0) = ξΨ(z, 0) (3.29)
Siendo ξ, la energ´ıa del electro´n. Una vez encontrado el estado fundamental,
es necesario resolver la ecuacio´n (3.26), para encontrar Ψ0(z, t). El espectro de
armo´nicos se obtiene por medio de la TF de la aceleracio´n dipolar D(ω) [77,79],
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que se escribe como:
D(ω) = | 1
τ1
1
ω2
∫ ∞
−∞
dte−iωta(t)|
2
(3.30)
Siendo τ1 la duracio´n total del pulso. La aceleracio´n dipolar, se puede escribir
por medio de la siguiente relacio´n de conmutacio´n:
a(t) =
d2〈z〉
dt2
= 〈Ψ(r, t)| [H(t), [H(t), z]] |Ψ(r, t)〉 (3.31)
Donde H(t) es el Hamiltoniano definido en la ecuacio´n (3.26). La funcio´n
D(ω) es llamada espectro dipolar, ya que proporciona el perfil espectral medido
en los experimentos de HHG.
Cuando se desea trabajar con un estudio completo de la generacio´n de armo´ni-
cos, bajo la SAE, es necesario recurrir a la ecuacio´n de Schro¨dinger dependiente
del tiempo tridimensional (3D-TDSE). Esta, utilizando las aproximaciones dadas
en la ecuacio´n (3.26), se puede escribir como:
i
∂
∂t
Ψ(r, t) = [
1
2
p2 + Va´tomo(r) + Vla´ser(r, t)]Ψ(r, t) (3.32)
Donde el a´tomo posee simetr´ıa esfe´rica, por lo que el potencial es de la forma
Va´tomo(r) ∼ −1/r. El potencial del la´ser o de interaccio´n se puede escribir como:
Vla´ser(r) = −E(t) · r = −E0rf(t)sen(ω0t)cos(θ) (3.33)
Donde θ es el a´ngulo de colatitud, tal que z = rcos(θ). Como es sabido, al
poseer el a´tomo simetr´ıa esfe´rica, podemos reducir el problema a dos variables
espaciales (r, θ). De esta manera, podemos escribir la funcio´n de onda Ψ(r, t),
como una expansio´n en armo´nicos esfe´ricos:
Ψ(r, t) =
∑
l
1
r
Rl(r, t)Y
0
l (θ, φ) (3.34)
Si el a´tomo esta´ en el estado inicial 1s y considerando la polarizacio´n del la´ser
en la direccio´n z, solo los te´rminos con m = 0 son relevantes en la expansio´n en
armo´nicos esfe´ricos. De esta manera, sustituyendo la funcio´n de onda 3.34, en la
ecuacio´n de Schro¨dinger obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferencia-
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les:
i
∂
∂t
Rl(r, t) = [−1
2
∂2
∂r2
− 1
r
+
l(l + 1)
2r2
]Rl(r, t) + rE(t)[C
+
l Rl+1(r, t) +C
−
l Rl−1(r, t)]
(3.35)
Para l > 0, y para l = 0
i
∂
∂t
R0(r, t) = [−1
2
∂2
∂r2
− 1
r
]R0(r, t) + rE(t)C
+
0 R0(r, t) (3.36)
Donde los coeficientes C±l , toman las siguientes formas:
C+l−1 = C
−
l = [
l2
(2l + 1)(2l − 1)]
1/2 (3.37)
La ecuacio´n anterior debe resolverse nume´ricamente, para esto es necesario
fijar un valor ma´ximo del momento angular, lmax. De esta manera se obtienen un
sistema de lmax ecuaciones diferenciales parciales. Como en el caso de la ecuacio´n
de Schro¨dinger unidimensional, una vez encontrado el valor de Ψ(r, t), el espectro
de armo´nicos se obtiene por medio de la TF de la aceleracio´n dipolar a(t) [77]
D(ω) = |
∫ ∞
−∞
dte−iωta(t)|
2
(3.38)
Que puede ser calculada, mediante el teorema de Ehrenfest.
a(t) =
d2〈z〉
dt2
= 〈Ψ(r, t)| ∂
∂z
[Va´tomo + Vla´ser] |Ψ(r, t)〉 (3.39)
3.2.4. Ana´lisis tiempo-frecuencia, Transformada Wavelet
En esta seccio´n, comentaremos brevemente las caracter´ısticas del ana´lisis
Wavelet aplicada a la generacio´n de armo´nicos. El ana´lisis Wavelet o tiempo-
frecuencia, permite obtener en una misma funcio´n, las caracter´ısticas espectrales
y temporales de una sen˜al. Estas pueden ser, o´pticas, ele´ctricas, acu´sticas, etc.
En pocas palabras, permite asignarle al tiempo de cada sen˜al, su frecuencia co-
rrespondiente. Esto en general es muy u´til para analizar sen˜ales que poseen chirp.
De manera general, se puede definir la Transformada Wavelet de la funcio´n
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f(t), como:
Wf (s, τ) =
∫
f(t)Ψ∗s,τ (t)dt (3.40)
Siendo el conjunto de funciones Ψs,τ (t) una base ortonormal, sobre la cual se
proyecta la funcio´n f(t). Las funciones Ψs,τ (t), son las llamadas Wavelet, estas se
forman por traslacio´n y dilatacio´n de una funcio´n Ψ(t) llamada Wavelet Madre,
tal que
Ψs,τ (t) =
1√
s
Ψ(
t− τ
s
) (3.41)
Para el estudio de la generacio´n de armo´nicos, el ana´lisis Wavelet permite
obtener informacio´n espectral y temporal del comportamiento del espectro de
HHG. Mas precisamente, el instante donde la radiacio´n armo´nica es emitida, a
medida que el pulso interactua con el a´tomo. Para realizar el ana´lisis, utilizamos
la Wavelet Gabor, de esta manera podemos escribir el ana´lisis tiempo-frecuencia
en funcio´n de la aceleracio´n dipolar a(t) (3.39), como:
aG(Ω, t) =
∫
dτa(τ)
exp[−(t− τ)2/2σ2]
2piσ
exp(iωτ) (3.42)
Donde la integracio´n se realiza sobre la duracio´n del pulso y el para´metro σ se
elije de tal manera, de lograr un adecuado balance entre la resolucio´n del tiempo
y la frecuencia [80–83].
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Cap´ıtulo 4
Generacio´n de armo´nicos de alto
orden con pulsos con chirp
Una de los retos en los u´ltimos an˜os en la HHG, ha sido encontrar estrategias
o me´todos para obtener fotones ma´s energe´ticos. Como se ha mencionado en el
capitulo anterior, si se aumenta la longitud de onda del la´ser, el cut-off aumenta
como λ2. Por otro lado, si se aumenta la intensidad, el cut-off es proporcional a
la misma, Ecut−off ∼ Iλ2. Existen varias propuestas teo´ricas para aumentar el
cut-off en la HHG, que no esta´n basadas en la ley del cut-off. Estas son: sumar dos
pulsos con distinta fase, sumar dos pulsos de distinto color (frecuencia), generar
armo´nicos en campos inhomogeneos, pulsos con chirp, etc. [35,36,84,85]
En este cap´ıtulo nos centraremos en la generacio´n de armo´nicos con pulsos con
chirp. En una primera parte, estudiaremos que condiciones debe tener un pulso
con chirp para extender el cut-off y cual debe ser su origen. En una segunda parte,
propondremos un pulso con chirp para extender el cut-off, el mismo se origina
del feno´meno no-lineal conocido como auto modulacio´n de fase (SPM) (ecuacio´n
(2.42)).
Estos estudios se realizara´n teo´ricamente bajo la aproximacio´n SAE. Esto
quiere decir que no se estudiara´n efectos de propagacio´n asociados a la generacio´n
de armo´nicos. El ana´lisis se realizara´ mediante la resolucio´n de la ecuacio´n de
Newton (ana´lisis cla´sico), como as´ı tambie´n mediante un estudio cua´ntico a trave´s
de las ecuacio´n de Schro¨dinger 1-D y 3-D.
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4.1. Generacio´n de Armo´nicos con chirp lineal
y no-lineal
Existe en la literatura gran cantidad de trabajos teo´ricos de generacio´n de
armo´nicos empleando pulsos con chirp [86–89]. El primero en proponer una ex-
tension del cut-off, con este tipo de pulsos fue Carrera [36]. Este autor, propone
un pulso de pocos ciclos de ancho temporal, con un chirp dado por una funcio´n
Tangente Hiperbo´lica. A partir de estos resultados, se originaron otros trabajos
de extensio´n del cut-off en la HHG, teniendo en cuenta la misma forma funcional
para el chirp del pulso.
En este apartado, presentaremos un estudio teo´rico de la generacio´n de armo´ni-
cos por medio de pulsos ultracortos, con diferentes tipos de chirp. El ana´lisis ra-
dica, principalmente, en clarificar los aspectos f´ısicos tanto del origen del chirp
como de la f´ısica subyacente en la HHG con este tipo de pulsos, de forma tal que
permita una extensio´n del cut-off. La motivacio´n de este estudio se origina, ya que
en la literatura no esta´ reportado con suficiente detalle este tipo de interaccio´n y
tampoco se explica el origin f´ısico del chirp en el pulso para lograr una extensio´n
del cut-off en la HHG [36].
El estudio se llevara´ a cabo por un lado, por medio de un ana´lisis cla´sico de
las energ´ıas (Ecuacio´n de Newton), tanto de ionizacio´n como de recombinacio´n.
Tambie´n, mediante un ana´lisis cla´sico, se definira´ una funcio´n ∆(t), la cual va a
permitir a priori definir que tipos de chirp pueden generar una extensio´n del cut-
off, como as´ı tambie´n la regio´n temporal del pulso que lo origina. Por otro lado,
se realizara´ un estudio cua´ntico utilizando la ecuacio´n 3D-TDSE y un ana´lisis del
comportamiento temporal y espectral de la radiacio´n armo´nica por medio de un
ana´lisis tiempo-frecuencia (Wavelet).
4.1.1. Modelos teo´ricos
Como hemos mencionado antes, el foto´n de ma´xima energ´ıa Ecut−off esta´ dado
por la ecuacio´n (3.7). En la misma, el te´rmino de energ´ıa ponderomotriz para un
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campo ele´ctrico sinusoidal, de frecuencia ω0 y amplitud E0, se define como:
UP =
E20
4ω20
(4.1)
Ahora vamos a suponer que tenemos un pulso la´ser, de ancho temporal τ , cuya
frecuencia es variable en el tiempo ω(t). Esta variacio´n temporal de la frecuencia
indica que el pulso posee chirp. Definimos la siguiente funcio´n:
U(t) =
E(t)2
4ω(t)2
(4.2)
Tenemos que E(t) = E0f(t), donde f(t) es la envolvente del pulso y ω(t) =
ω0 + φ
′
(t), siendo φ
′
(t) la funcio´n que contiene al chirp del pulso. Es posible
esperar que la funcio´n dada por la ecuacio´n (4.2), para cierto intervalo de tiempo
∆t, tome valores menores, mayores o iguales a la energ´ıa ponderomotriz UP . Para
verificar esto definimos la siguiente funcio´n:
∆(t) =
E(t)2
4UP
− ω(t)2 (4.3)
De esta manera, en concordancia con la ecuacio´n (4.3), si ∆(t) es negativa
entonces U(t) < UP . Por otra lado, si ∆(t) es positiva entonces UP < U(t). Por
lo tanto, se puede esperar que si ∆(t) es negativa, el chirp inducido en el pulso
no va a lograr un cut-off ma´s grande que el pulso sin chirp. Por el contrario, si
∆(t) es positiva, en principio, se esperar´ıa que el chirp inducido en el pulso logre
una extensio´n del cut-off.
El estudio de los distintos casos de generacio´n de armo´nicos con pulsos con
chirp, se hizo utilizando He como gas noble, cuyo potencial de ionizacio´n IP es
igual a 0.9 a.u. (24.7 eV). La longitud de onda central del la´ser es de λ0=800 nm
con una intensidad de I=1015 W/cm2. Se utilizara´ un pulso Gaussiano sin chirp
para comparar los resultados con los distintos pulsos con chirp. Este pulso tiene
la siguiente forma:
E(t) = E0e
−2ln(2)( t
τ0
)2
cos(ωot) (4.4)
Donde τ0 es el ancho del pulso, que en este estudio tiene el valor de 3 c.o.
(ciclos o´pticos), este valor equivale a un ancho de 8 fs, ya que a una longitud de
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onda de 800 nm, 1 c.o.=2.66 fs.
Figura 4.1: Pulso la´ser sin chirp, el ma´ximo valor del campo ele´ctrico E0 es
0,1688a.u. que corresponde a una intensidad de 1015W/cm2.
En la figura 4.1, se puede observar la forma del pulso la´ser sin chirp empleado
para realizar los ca´lculos. En el eje de las ordenadas se encuentra el valor del
campo ele´ctrico en unidades ato´micas y sobre el eje del las abscisas el ancho del
pulso en ciclos o´pticos.
4.1.2. Generacio´n de Armo´nicos con pulsos con chirp li-
neal, medio dispersivo
En esta seccio´n, estudiaremos la generacio´n de armo´nicos con pulsos con chirp
provenientes de un medio dispersivo. Este estudio, se hara´ a trave´s del ana´lisis
cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n y recombinacio´n como as´ı tambie´n por medio
de la funcio´n ∆(t), definida en la ecuacio´n (4.3).
Como se mostro´ en la seccio´n 2.31, cuando un pulso limitado por TF atraviesa
un medio dispersivo, que puede ser un sistema de prismas, redes de difraccio´n o
vidrios y cristales transparentes, se ensancha temporalmente. En estas condiciones
su amplitud ma´xima disminuye de acuerdo a la conservacio´n de la energ´ıa, ya que
el a´rea bajo el pulso debe permanecer constante. Esto ocurre, debido a que las
diferentes frecuencias dentro del pulso viajan a diferentes velocidades. Por otro
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lado, el contenido espectral del pulso al atravesar un medio dispersivo no cambia.
El para´metro que describe este feno´meno, a primer orden, esta dado por la GVD
definida en la ecuacio´n (2.29).
Para estudiar la HHG con pulsos con diferentes grado de chirp dispersivo, se
utilizo´ un pulso dado por la ecuacio´n (4.4). La evolucio´n de un pulso gaussiano
que atraviesa un medio dispersivo una distancia z, se puede obtener de la ecuacio´n
(2.29). La solucio´n a esta ecuacio´n se puede escribir como:
E(z, t) =
1√
1 + i4aαz
e
− (t−z/vg)
2
1/α+16a2z2α e
i
4az(t−z/vg)2
1/α2+16a2z2 (4.5)
Donde a = 1
2
d2k
dω2
y α = 2ln(2)/τ 20 . La intensidad del pulso anterior se puede
escribir como:
I(z, t) =
1√
1 + 16a2α2z2
e
−2 (t−z/vg)
2
1/α+16a2z2α (4.6)
Por medio de esta ecuacio´n, podemos describir como cambia el ancho temporal
del pulso τ(z), a medida que atraviesa el medio dispersivo. Para hacer esto, se
toma el ancho temporal a mitad de altura (FWHM). Por lo que se puede escribir
a τ(z) como:
τ(z) =
√
2ln(2)
√
1
α
+ 16a2z2α (4.7)
De esta manera, podemos obtener el ensanchamiento temporal que sufre un
pulso que atraviesa un medio dispersivo de largo L, de la forma:
τ(L) = τ0
√
1 + (
8aLln(2)
τ 20
) (4.8)
Teniendo en cuenta la ecuacio´n (4.8), el grado del chirp puede ser expresado
como funcio´n del producto aL, cuya unidad es fs2 [90].
Para estudiar el efecto de un pulso con chirp originado en un medio dispersivo
en la HHG, variamos el para´metro aL de tal manera de obtener tres diferentes
pulsos como se detallan en las figuras 4.3 (a), (b), (c). El grado del chirp de cada
uno de esos pulsos es 26.6 fs2, 53.3 fs2 y 88.8 fs2 respectivamente. Para tener un
orden de magnitud de la distancia L que debe atravesar el pulso en un material
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o´ptico para alcanzar los valores propuestos, pongamos como ejemplo una muestra
de SF14, cuyo para´metro a vale 0.0888 fs
2
µm
a una longitud de onda de 800 nm.
Para calcular este valor es necesario recurrir a la ecuacio´n de Selmmeir [91], donde
se obtiene el indice de refraccio´n como funcio´n de la longitud de onda, n(λ). Para
este material, L toma los siguientes valores: L=300 µm, L=500 µm y L=1000µm.
Considerando que los tiempos de computo para el caso cua´ntico, en el caso de
pulsos largos, son excesivos, este estudio se llevo a cabo en forma cla´sica. En la
figura 4.2 a la izquierda se observa el pulso sin chirp y a la derecha la simulacio´n
cla´sica, donde en azul se muestran las energ´ıas de ionizacio´n y en rojo las de
recombinacio´n como funcio´n del tiempo en ciclos o´pticos. Se observa que el valor
ma´ximo de energ´ıa (cut-off), 190 eV, se encuentra en el medio temporal del pulso,
esto es de esperarse ya que la amplitud ma´xima del campo ele´ctrico se encuentra
all´ı.
Figura 4.2: La imagen (a) corresponde al pulso sin chirp utilizado para realizar las
simulaciones, la intensidad asociada a este pulso es de 1015W/cm2 y la longitud
de onda es λ=800nm. La imagen (b) corresponde a las energ´ıas cla´sicas, que
resulta de la integracio´n de las ecuaciones de Newton-Lorentz. Donde, en azul se
describe la energ´ıa de ionizacio´n como funcio´n del tiempo y en rojo la energ´ıa de
recombinacio´n. El ma´ximo valor de energ´ıa (cut-off) corresponde a 190eV.
En la figura 4.3, se muestran las simulaciones cla´sicas obtenidas por medio de
los tres pulsos con chirp, como as´ı tambie´n la gra´fica de la funcio´n ∆(t) corres-
pondiente para cada caso. Las simulaciones cla´sicas de las energ´ıas se muestran
en las figuras 4.3 (g), (h), (i). En las mismas se observa como el cut-off disminuye
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a medida que el pulso posee ma´s chirp, tomando los valores 78 eV, 40 eV y 24
eV. En las figuras 4.3 (d), (e), (f), se graficaron las diferentes funciones ∆(t). La
linea punteada de color violeta indica el valor cero. Se observa que ninguna toma
valores positivos para ningu´n intervalo de tiempo ∆t. Estos resultados esta´n en
concordancia con los valores del cut-off obtenidos por las simulaciones cla´sicas.
Los resultados anteriores son esperables, ya que, a medida que el pulso posee ma´s
chirp, su amplitud disminuye, aunque dentro del pulso las longitudes de ondas se
distribuyan de manera diferente.
Figura 4.3: Las ima´genes (a), (b), (c), representan los diferentes pulsos con chirp
variando el para´metro aL. Los correspondientes valores de la funcio´n ∆(t), se
muestran en las ima´genes (d), (e), (f). Siguiendo el mismo criterio de la figura
4.2, se muestran en las ima´genes, (g), (h), (i), el ana´lisis cla´sicos de las energ´ıas.
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4.1.3. Generacio´n de Armo´nicos con pulsos con chirp no-
lineal
En esta seccio´n vamos a estudiar la HHG, como en el apartado anterior en
He, pero empleando un pulso con chirp dado por la siguiente expresio´n:
E(t) = E0exp[−ln(2)( t
τ0
)2]cos(ω0t+ bt
2) (4.9)
Donde E0 es la amplitud ma´xima del campo ele´ctrico, τ0 es el ancho tempo-
ral (FWHM) y ω0 es la frecuencia central. El para´metro b determina el grado
del chirp. En contrapartida al caso del medio dispersivo, aca´ asumiremos que la
envolvente del pulso no cambia a medida que el para´metro b varia. El ana´lisis lo
haremos variando el para´metro b, tomando tres valores distintos. Cabe destacar,
que el pulso dado por la ecuacio´n (4.9) corresponde al pulso mas simple para
estudiar, ya que el chirp esta´ dado por una funcio´n cuadra´tica de la forma bt2.
En la figura 4.4, se muestran los tres pulsos con chirp, dados por la ecuacio´n
(4.9), para distintos valores del para´metro b. En la figura 4.4 (a) b = 0,0005ω0,
figura 4.4 (b) b = 0,001ω0 y en la figura 4.4 (c) b = 0,0015ω0. La funcio´n ∆(t)
para los tres casos, se muestra en las figuras 4.4 (e), (f) y (g) respectivamente.
Se observa de las mismas que la funcio´n ∆(t) toma valores positivos en un cierto
intervalo de tiempo ∆t para los tres casos. Por otro lado, el ma´ximo de la funcio´n
se va corriendo hacia el lado izquierdo, a medida que el para´metro b aumenta.
Siguiendo el razonamiento dado por la ecuacio´n (4.3), es de esperarse que estos
pulsos generen un cut-off superior al pulso sin chirp (b = 0).
La figura 4.5, muestra un aspecto a destacar en este apartado. En la misma,
se observa la TF de los distintos pulsos dados por la figura 4.4, como as´ı tambie´n
del pulso sin chirp. Se puede ver que a medida que el para´metro b aumenta, el
contenido espectral del pulso aumenta. Este incremento genera nuevas frecuencias
dentro del pulso que son menores y mayores a ω0. En el caso de un chirp originado
por un medio dispersivo, esto no ocurre, ya que el contenido espectral del pulso
no cambia.
La figura 4.6, muestra el ana´lisis cua´ntico de la HHG en a´tomos de He, re-
solviendo la ecuacio´n de Schro¨dinger 3D-TDSE y su comparacio´n con el ana´lisis
cla´sico de las energ´ıas de recombinacio´n. En las figuras 4.6 (a), (b) y (c), se
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Figura 4.4: En el lado izquierdo se muestran los pulsos con chirp dados por la
ecuacio´n (4.9), a una intensidad de 1015W/cm2 y para los diferentes valores del
para´metro b. Sobre el lado derecho, se encuentra la funcio´n ∆(t) para los diferentes
pulsos.
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Figura 4.5: Transformada de Fourier para los diferentes pulsos dados en la figura
4.4, (b = 0,0005ω0 en verde,b = 0,001ω0 en rojo y b = 0,0015ω0 en azul). En negro
se gra´fica la Transformada de Fourier para el pulso sin chirp.
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muestra el espectro de armo´nicos obtenido mediante la resolucio´n de la ecuacio´n
3D-TDSE. La escala en el eje de las ordenadas es logar´ıtmica. Cada uno de los
espectros anteriores, corresponde a los pulsos dados en la figura 4.4. En las fi-
guras 4.6 (d), (e), (f), se muestra el ana´lisis tiempo-frecuencia de la generacio´n
de armo´nicos. En el mismo, se observa el instante donde la radiacio´n armo´nica
es emitida en el rango temporal del pulso. La escala de colores (derecha) indica
la intensidad de la radiacio´n emitida. Superpuesto al ana´lisis tiempo-frecuencia,
se observa el ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de recombinacio´n (linea negra). Es
fa´cil observar la concordancia de los resultados cla´sicos con los cua´nticos. La
linea punteada indica el valor del cut-off para los dos casos. De los resultados
anteriores, se desprende un aumento del cut-off para todos los pulsos propuestos,
en relacio´n al pulso sin chirp . Tanto los resultados cla´sicos como los cua´nticos,
esta´n en completo acuerdo con los resultados obtenidos por medio de la funcio´n
∆(t), presentados en la figura 4.4. El ana´lisis cla´sico, confirma que el aumento del
cut-off se encuentra en el intervalo temporal donde ∆(t) toma valores positivos.
Por otro lado, en el caso del pulso con un chirp dado por el para´metro b =
0,0015ω0, en la figura 4.6 (c), se observa que aunque existe un incremento del
cut-off, los ma´ximos dados por el ana´lisis cua´ntico y el cla´sico no coinciden como
en los dos casos anteriores (punto 1). Esta discrepancia, esta dada por la baja
amplitud del campo en la regio´n temporal que ioniza al electro´n, siendo esta
de E0=0.06 u.a. que equivale a I = 1,2 · 1014W/cm2. Esta intensidad no es lo
suficientemente grande para ionizar al electro´n por efecto tu´nel en un a´tomo de
helio.
Para verificar la afirmacio´n del pa´rrafo anterior, se realizo´ una simulacio´n con
el mismo pulso pero con una intensidad mayor, tal que esta no supere el umbral
de supresio´n de barrera y de esta manera no despoblar al a´tomo. La intensidad
ma´xima fue 1,4 · 1015W/cm2. Estos resultados se presentan en la figura 4.7. En la
misma, se observa una importante extension del cut-off en concordancia con los
resultados cla´sicos. El ana´lisis tiempo-frecuencia indica el mismo comportamiento.
Por otro lado, se observan tres diferentes mesetas o plateaus para los distintos
intervalos temporales donde el electro´n es recombinado. Estas distintas mesetas,
indican que existen diferentes eficiencias para la radiacio´n emitida. Para explicar
este comportamiento, recurriremos a la ley del cut-off, donde Ecut−off ∼ Iλ2,
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Figura 4.6: Las ima´genes (a), (b) y (c) muestran los correspondientes espectros
de HHG en a´tomos de He para los pulsos con chirp dados en la figura 4.4. En (d),
(e) y (f) se grafican el ana´lisis tiempo-frecuencia y en l´ıneas negras se superpone
el ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de recombinacio´n. Con l´ınea gris se muestran los
diferentes pulsos con chirp.
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la cual nos indica que a mayor longitud de onda mayor energ´ıa de los fotones
emitidos. Teniendo en cuenta lo anterior, de las figuras 4.6 y 4.7, se observa que
el cut-off se obtiene en la regio´n del pulso que posee mayor periodo o lo que
es equivalente mayor longitud de onda. Como se comento´ en la introduccio´n de
la seccio´n 3.2, la eficiencia de la radiacio´n armo´nica escala con la longitud de
onda como λ−5,5, de esta manera al ser la radiacio´n generada por diferentes λ,
la eficiencia de cada radiacio´n no es la misma y en consecuencia no aparece una
u´nica meseta, como en el caso de la generacio´n de armo´nicos utilizando pulsos
sin chirp.
Figura 4.7: En esta figura, se representa lo mismo que en la figura 5 (c),(f), pero
en este caso la intensidad es I = 1,4 · 1015W/cm2(E0 = 0,2a.u.). Esta intensidad,
corresponde al umbral de saturacio´n del a´tomo de helio.
4.2. Generacio´n de Armo´nicos con pulsos con
chirp dados por auto-modulacio´n de fase
En esta seccio´n, describiremos una propuesta para extender el cut-off, en la
HHG con pulsos de varios ciclos o´pticos. Estos pulsos, poseen un chirp que se
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encuentra dado por el proceso no-lineal conocido como Auto-Modulacio´n de Fase
(SPM). Esta propuesta, se desprende de los resultados de la seccio´n anterior, ya
que como se menciono´, es necesario que el chirp del pulso se origine en un medio
no-lineal para extender el cut-off en la HHG.
Particularmente el ana´lisis lo haremos en a´tomos de argo´n, pero es aplicable a
otros gases nobles. El estudio se realizara´ por medio de un ana´lisis cla´sico de las
energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n. Ademas, por ser un pulso de varios ciclos
o´pticos, el estudio cua´ntico se hara´ utilizando la ecuacio´n 1D-TDSE, ya que esto
permite que los tiempos de co´mputo sean mucho menores.
4.2.1. Modelos teo´ricos y obtencio´n de la SPM sobre el
pulso
Generalmente la SPM es uno de los feno´menos predominantes en la generacio´n
de supercontinuo, ya que permite que el ancho espectral del pulso sea ensanchado
enormemente [42]. Por otro lado, el ensanchamiento del contenido espectral per-
mite la generacio´n de pulsos muy cortos, de entre 2 y 1.5 ciclos o´pticos (FWHM).
Para lograr esto, se utiliza un la´ser de Titanio Zafiro CPA, el cual generalmente
posee un ancho temporal de 30 fs. Este pulso la´ser es enfocado sobre una gu´ıa
hueca, la cual posee un gas noble en su interior. Este gas va a funcionar como el
medio no-lineal, ensanchando el contenido espectral del pulso. Una vez logrado
esto, el pulso es compensado (Limite de Fourier) por medio de chirp-mirrors [55],
obtenie´ndose as´ı un pulso energe´tico y muy corto temporalmente.
Como se comento´ en la seccio´n 2.3.2, particularmente en la ecuacio´n (2.35),
cuando un pulso muy energe´tico se propaga en un medio no-lineal, el ı´ndice de
refraccio´n depende de la intensidad. Esto origina, entre otros feno´menos, la auto-
modulacio´n de fase. La SPM origina sobre el pulso, una fase que depende del
tiempo (pulsos con chirp). La obtencio´n de la dependencia temporal de la fase, a
medida que el pulso se propaga una distancia z, se extrae de las ecuaciones (2.39)
y (2.41). La solucio´n general para la fase φ(z, t), esta´ dada en forma general
por la ecuacio´n (2.42). Las hipo´tesis de la validez de estas ecuaciones son: 1) la
longitud de dispersio´n LD debe ser mucho mayor a lo longitud no-lineal LNL,
ecuaciones (2.38) y (2.42) respectivamente, 2) la distancia de propagacio´n debe
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cumplir z  LD y 3) los tiempos de respuesta del material deben ser comparables
al ancho temporal del pulso. Esto u´ltimo esta´ estrechamente relacionado con el
valor del ı´ndice de refraccio´n no-lineal n2.
Para estudiar la generacio´n de armo´nicos con pulsos cuyo chirp esta´ dado
por la SPM, partimos de un pulso gaussiano con un ancho temporal de 100
fs (FWHM). Se propuso un pulso de estas caracter´ısticas, ya que un posible
material para generar SPM podr´ıan ser los vidrios o cristales. Estos materiales
poseen n2 ∼ 1016 − 1015cm2/W que corresponden a tiempos de respuesta del
orden de 10−15 − 10−14s [1]. Por otro lado otro posible material podr´ıan ser las
fibras de cristales foto´nicos, las cuales pueden presentar dispersio´n nula para un
amplio rango de longitudes de onda [92]. Si el pulso fuera ma´s corto, se tendr´ıa
que tener en cuenta el cara´cter no instanta´neo de la interaccio´n, por lo que a la
ecuacio´n (2.39) habr´ıa que hacerle la correccio´n correspondiente. La longitud de
onda utilizada fue de 800 nm y la intensidad de I = 1014W/cm2. Como suponemos
que el pulso se encuentra polarizado linealmente la ecuacio´n 1D-TDSE describe
correctamente el proceso.
En la figura 4.8, se muestra un posible esquema experimental para producir la
generacio´n de armo´nicos, utilizando pulsos cuyo chirp esta dado por SPM. En la
misma se muestra el pulso la´ser, el cual es enfocado mediante una lente, sobre el
material, generando una intensidad I1. Esta intensidad debe ser lo suficientemente
grande para generar SPM sobre el pulso, ecuacio´n (2.42). Luego de que el pulso
se propague en el material de longitud z, es nuevamente colimado por una lente
equivalente a la anterior. De esta manera, se obtiene un pulso con chirp, con
un mayor ancho espectral y una envolvente que permanece inalterada, ya que
hemos supuesto, que la dispersio´n sobre el pulso es despreciable. El chirp del
pulso, φ(z, t), queda definido a trave´s de la ecuacio´n (2.42). Este nuevo pulso,
es enfocado mediante otra lente cuya distancia focal es menor que la anterior,
alcanzando una intensidad I2 que producira´ la radiacio´n armo´nica al interactuar
con el gas.
Para estudiar la generacio´n de armo´nicos con los pulsos anteriormente men-
cionados, proponemos un pulso gaussiano de la siguiente forma:
E(t, z) = E0exp[−ln(2)( t
τ0
)2]cos(φ(t, z)) (4.10)
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Figura 4.8: Posible experimento para la HHG con pulsos con chirp dado por la
SPM. Los paneles insertados contienen, a la entrada, la envolvente del pulso y su
frecuencia ω0. A la salida, se representa en linea negra la frecuencia instanta´nea
ω(t).
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Donde E0 es la amplitud ma´xima del campo, τ0 es el ancho del pulso y φ(t, z)
es la fase dada por la SPM, que la podemos escribir como:
φ(t, z) = ω0t− z
LNL
(exp[−ln(2)( t
τ0
)2])2 (4.11)
La ecuacio´n anterior fue escrita en te´rminos de la longitud de interaccio´n
no-lineal LNL, de esta manera se puede prescindir de la eleccio´n del material y
la intensidad de la radiacio´n. Si tenemos en cuenta la definicio´n de la longitud
no-lineal LNL =
n0
n2k0I0m
, el producto n2Iom es el te´rmino ma´s importante. La
otra ventaja de escribir la ecuacio´n (4.11) en te´rminos de LNL, yace en que el
chirp del pulso se puede escribir en funcio´n de z (longitud de propagacio´n), como
z = nLNL.
Para hacer el ana´lisis, utilizamos tres diferentes longitudes de propagacio´n,
z = 60LNL, z = 80LNL, z = 100LNL. En la figura 4.9, se muestran los diferentes
pulsos con chirp simulados, como as´ı tambie´n el pulso libre de chirp. En la misma,
se observa como a medida que z aumenta, el chirp del pulso se va haciendo ma´s
pronunciado. Tambie´n se puede ver, que las longitudes de ondas largas se situ´an
en la parte inicial del pulso, mientras que las longitudes de onda cortas en la parte
final del mismo.
4.2.2. Resultados
En la figura 4.10, se muestran los espectros de armo´nicos en diferentes colores.
Estos fueron obtenidos por medio de la resolucio´n de la ecuacio´n 1D-TDSE, para
los diferentes pulsos con chirp propuestos. En esta figura se muestra, en verde
el espectro correspondiente al pulso sin chirp. Todos los resultados corresponden
a la HHG obtenida en Ar. Se observa claramente un incremento del cut-off a
medida que la longitud de propagacio´n z aumenta, o de manera equivalente a
medida que el chirp aumenta. Este incremento, esta´ sen˜alizado por flechas negras
en unidades de UP .
Por otro lado, como es esperable, a mayor incremento del cut-off, mayor per-
dida en la eficiencia de la generacio´n. Sin embargo, es importante destacar, que
la eficiencia para los valores de energ´ıas correspondiente a 3,17UP (aproximada-
mente 40eV), permanecen iguales para todos los casos estudiados. Esta igualdad
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Figura 4.9: Figura (a) pulso libre de chirp. Figuras (b), (c), (d) pulsos con chirp
para tres valores diferentes de z. Los periodos mas largos (longitudes de ondas
largas), se encuentran sobre la parte inicial del pulso. La amplitud del campo
permanece invariante para todos los casos.
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Figura 4.10: Espectro de HHG en argo´n extra´ıdo de la ecuacio´n 1D-TDSE para
los diferentes pulsos presentados en la figura 4.9. Las diferentes flechas indican
los incrementos del cut-off en unidades de UP .
en la eficiencia para estos valores de energ´ıa, se puede interpretar de la siguiente
manera: en el pulso sin chirp, el cut-off es originado por la zona temporal donde
se encuentra la mayor amplitud del campo (medio del pulso). Para los pulsos
con chirp (figura 4.9), esta regio´n temporal no se vio afectada, por lo que va a
producir la misma radiacio´n que el pulso sin chirp y de esta manera la misma
eficiencia.
La extension del cut-off, para los diferentes casos estudiados, puede ser enten-
dida en funcio´n de las nuevas longitudes de ondas que aparecen dentro del pulso.
En la figura 4.9, se puede observar que a medida que se incrementa z, aparecen
longitudes de ondas mas largas dentro del pulso.
La ley del cut-off (Iλ2), indica que un incremento en la longitud de onda
origina un incremento del cut-off. Como ya hemos mencionado, a medida que
el pulso se propaga una distancia z a una intensidad I1 dentro del material, el
contenido espectral del pulso aumenta. En consecuencia las nuevas frecuencias,
mayores y menores a ω0, son an˜adidas en el espectro del pulso. Estas nuevas
frecuencias, como mostramos en la seccio´n 4.1.3, deben encontrarse en una regio´n
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temporal del pulso tal que permita que el a´tomo pueda ser ionizado por efecto
tu´nel.
Por otro lado, dada la simetr´ıa del pulso gaussiano, la fase φ(z, t) tambie´n
va a ser sime´trica respecto de ω0. En este caso la frecuencia instanta´nea ω(t),
va a resultar una funcio´n asime´trica. Esta asimetr´ıa, origina el mismo intervalo
de frecuencias mayores y menores a ω0. Teniendo en cuenta la ecuacio´n (4.11),
podemos escribir a ω(t) como:
ω(t) =
∂φ(t, z)
∂t
= ω0 +
8ln(2)tz
LNLτ 20
(exp[−ln(2)( t
τ0
)2])2 (4.12)
Para comprender mejor lo anteriormente mencionado, se realizo´ un ana´lisis
cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n por medio de la integracio´n
de las ecuaciones de Newton. Estos resultados se presentan en la figura 4.11. Este
estudio cla´sico muestra, de forma ma´s clara, los fundamentos f´ısicos detra´s de la
HHG con estos tipos de pulsos. Los resultados obtenidos por este modelo, esta´n
en completo acuerdo con las simulaciones cua´nticas.
Figura 4.11: Ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n del
electro´n, para los diferentes pulsos dados en la figura 4.9. Se muestra el potencial
de ionizacio´n IP del argo´n, cuya valor es 15,7eV .
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De los resultados se observa, que las energ´ıas ma´ximas (cut-off) presentan un
corrimiento temporal hacia la izquierda del pulso, antes de la amplitud ma´xima.
La posicio´n del ma´ximo de energ´ıa, para los tres pulsos con chirp, se encuentran
en la misma regio´n temporal. Este hecho significa, que el cut-off para todos los
pulsos con chirp, es producido con la misma intensidad.
Por otra parte, una de las desventajas de trabajar con altas intensidades
(por debajo del re´gimen de supresio´n de barrera) en la HHG, es que se produce
demasiado plasma que perjudica la deteccio´n de la radiacio´n. Teniendo en cuenta
lo anterior, esta extension del cut-off lograda por los pulsos con chirp, producir´ıa
menos plasma debido a que la intensidad a la que se produce la radiacio´n no
es la intensidad pico. En consecuencia, lo anterior, mejorar´ıa la eficiencia de la
deteccio´n de la radiacio´n armo´nica. Esta afirmacio´n, de todas maneras, debe ser
corroborada teniendo en cuenta los efectos de propagacio´n del pulso en el gas
(phase-matching), que escapa al objetivo de la tesis [68].
En la figura 4.12, se describe en detalle los resultados del ana´lisis cla´sico
obtenido para el caso en que z = 100LNL. La figura (a) muestra el pulso, la
figura 4.12 (b) muestra la funcio´n ω(t), dada por la ecuacio´n (4.12) y la figura
(c) el correspondiente ana´lisis de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n. Por
medio de esta figura se observa claramente la relacio´n entre el aumento del chirp
y el aumento del cut-off por medio de la ley Iλ2. Si se observa la funcio´n ω(t) se
ve que el mı´nimo esta´ en la misma posicio´n temporal que el ma´ximo de energ´ıa,
ese mı´nimo corresponde a la ma´xima longitud de onda que se puede observar en
el pulso (periodo). Por otro lado, es simple deducir como escala el cut-off con la
longitud de propagacio´n z, si obtenemos la derivada de la ecuacio´n (4.12) y la
igualamos a cero para obtener los tiempos en donde se encuentran el ma´ximo y
mı´nimo llegamos a la siguiente ecuacio´n:
t = ± τ0√
8
2
ln(2)
(4.13)
La cual indica, que la posicio´n de la longitud de onda ma´xima λmax se encuen-
tra en el mismo tiempo (t), independientemente de la SPM. Este hecho ratifica
los resultados cla´sicos presentados en la figura 4.11, donde el ma´ximo de energ´ıa
de los pulsos con chirp se encuentra en la misma regio´n temporal. Al reemplazar
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Figura 4.12: Figura (a), pulso con chirp para z = 100LNL. En (b) se muestra
la frecuencia instanta´nea ω(t), como la derivada primera de la fase. (c) ana´lisis
cla´sico de las energ´ıas. El cuadro insertado muestra un aumento de la regio´n de
ma´xima energ´ıa (cut-off).
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la ecuacio´n (4.13) en la ecuacio´n (4.12) es fa´cil obtener que el valor de λmax es
proporcional a z.
4.3. Discusio´n y Conclusiones
En este cap´ıtulo, se ha estudiado la generacio´n de armo´nicos de alto orden en
gases nobles, bajo la aproximacio´n SAE, con diferentes pulsos con chirp.
En la seccio´n 4.1, hemos estudiado el comportamiento del cut-off en la HHG,
por medio de pulsos la´ser con dos tipos diferentes de chirp en a´tomos de He. Este
ana´lisis, fue realizado para determinar que tipos de chirp producen una extension
del cut-off en la HHG. En el primer caso, el chirp del pulso proven´ıa de un medio
dispersivo, en el cual su contenido espectral no cambia, pero si su ancho temporal
(τ). En el segundo caso, hemos considerado un pulso con chirp, cuya envolvente
permanece inalterada a medida que el para´metro del chirp b cambia. Por medio de
un ana´lisis de Fourier de estos pulsos, se demostro´ que a medida que el para´metro
b aumenta, el contenido espectral aumenta tambie´n. De esta manera, a este tipo
de chirp lo denominamos no-lineal.
El efecto del pulso con chirp proveniente de un medio dispersivo (GVD) sobre
el cut-off, fue estudiado mediante un ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-
recombinacio´n. Como se ha mostrado en los resultados, este tipo de chirp en el
pulso no produce un aumento del cut-off. Esto se debe, a que si bien hay una nueva
distribucio´n de las longitudes de ondas sobre el pulso, la intensidades de estas son
bajas. En estas condiciones el producto de estas dos cantidades, no supera a Iλ2,
del pulso sin chirp. Lo anterior queda confirmado con la introduccio´n de la funcio´n
∆(t), que nunca toma valores positivos para estos tipo de pulsos.
El segundo ana´lisis, fue llevado a cabo para el pulso dado por la ecuacio´n
(4.9): pulso con chirp no-lineal. Mediante los resultados obtenidos con este pulso,
se observo´ que a medida que el para´metro b del chirp aumenta, el cut-off tambie´n
lo hace. Este estudio, fue corroborado por los tres diferentes tipos de ana´lisis
realizados. Los resultados obtenidos del ana´lisis cla´sico y el cua´ntico esta´n en
completo acuerdo. La funcio´n ∆(t), para este caso, muestra la regio´n temporal del
pulso en donde se produce la radiacio´n mas energe´tica. Estos resultados tambie´n
quedan corroborados por el ana´lisis cla´sico.
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En las figuras 4.6 (c) y 4.6 (f), se observa un hecho particular, los resultados
cua´nticos y cla´sicos no coinciden. Esta discrepancia se debe, a que la regio´n del
pulso que produce el foto´n ma´s energe´tico (clasicamente), no es lo suficientemen-
te intensa para producir ionizacio´n por efecto tu´nel sobre el a´tomo de He. Esta
afirmacio´n, se justifica a trave´s de los resultados mostrados en la figura 4.7. Es im-
portante destacar, las distintas mesetas que se forman en los diferentes espectros
de armo´nicos dados por las figuras 4.6 y 4.7. Estas mesetas se producen, porque
cada parte del pulso posee una longitud de onda diferente y la eficiencia de la
radiacio´n armo´nica generada por estas longitudes de ondas escala como λ−5,5.
Por otro lado, esto origina que cada regio´n del pulso produzca distinta radiacio´n
armo´nica, aspecto que queda en evidencia por simple inspeccio´n de la figura 4.6,
al comparar el ana´lisis cla´sico con el cua´ntico.
En la seccio´n 4.2, hemos propuesto un pulso con chirp para extender el cut-
off en la HHG. Este chirp, proviene del feno´meno no-lineal conocido como auto-
modulacio´n de fase, en ingles self-phase-modulation (SPM). El estudio de la HHG
con pulsos con chirp dado por la SPM, fue llevado a cabo por medio de la reso-
lucio´n de la ecuacio´n 1D-TDSE en argo´n, como as´ı tambie´n mediante un ana´lisis
cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n.
Por otro lado en esta seccio´n, demostramos que se puede obtener un gran
incremento del cut-off a medida que el chirp del pulso aumenta (figura 4.10).
Este aumento del chirp, esta dado por la longitud de propagacio´n z del pulso
dentro del material, donde se produce la SPM. La longitud de propagacio´n fue
escrita en funcio´n de la longitud de interaccio´n no-lineal, tal que z = nLNL, de
esta manera se puede prescindir del material y la intensidad a la que se produce la
SPM, n2 y I1 respectivamente (4.11) . Mediante el ana´lisis cla´sico de las energ´ıas,
se explico´ de forma mas detallada, el porque´ de esta extensio´n.
En conclusio´n, en la seccio´n 4.1 demostramos que para que un pulso con chirp
pueda extender el cut-off en la HHG es necesario que el chirp se origine mediante
un feno´meno no-lineal, de tal manera que se agreguen nuevas frecuencias al pulso.
Estas nuevas frecuencias, deben ser mas bajas que la frecuencia original ω0 y deben
encontrase en una regio´n del pulso tal que la funcio´n ∆(t) sea positiva. Ademas,
de la condicio´n anterior, la intensidad en esa regio´n debe ser lo suficientemente
grande, tal que el a´tomo pueda ser ionizado por efecto tu´nel.
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En la seccio´n 4.2, mostramos que los pulsos con chirp provenientes del feno´meno
no-lineal SPM, cumplen con todos los requisitos dados en la seccio´n 4.1. De esta
manera, se propuso un feno´meno real, que pueda originar un chirp sobre el pul-
so, de tal manera de extender el cut-off en la HHG. Esta extensio´n del cut-off,
es proporcional a la longitud de propagacio´n z dentro del material. Para que lo
anterior ocurra, es necesario que la longitud de propagacio´n sea z  LD. De esta
manera, se desprecia el efecto dispersivo sobre el pulso. Ademas, es necesario que
los tiempos de respuestas del material sean del orden del ancho del pulso, de tal
manera que se pueda establecer una interaccio´n instanta´nea entre el pulso y el
material.
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Cap´ıtulo 5
Generacio´n de armo´nicos de alto
orden por medio de campos
inhomoge´neos
En este cap´ıtulo, se propone analizar la generacio´n de armo´nicos por medio
del refuerzo de campo producido en nano-estructuras meta´licas de oro, al ser
iluminadas por pulsos la´ser de moderada intensidad. Como se ha mencionado
anteriormente, para que se produzca armo´nicos de alto orden, es necesario que
el pulso la´ser alcance intensidades del orden de 1013W/cm2 − 1015W/cm2 sobre
el gas. En el an˜o 2008 Kim presento´ un articulo que causo´ un gran impacto y
controversia en la HHG [29]. Genero´ radiacio´n armo´nica, por medio del refuerzo
de campo cercano producido por una nano-estructura meta´lica.
Cuando una estructura nanome´trica, que en el caso del trabajo de Kim fue
una estructura tipo mon˜o (bow-tie),es iluminada por radiacio´n electromagne´tica
con una cierta intensidad I0, en los alrededores de la nano-estructura se induce
un campo cercano [93–95]. La intensidad de este campo cercano, que es un campo
no propagante, es entre 2 y 3 ordenes de magnitud mayor que la intensidad inicial
I0. La forma de este campo esta´ estrechamente ligada a la geometr´ıa de la nano-
estructura y oscila con la misma frecuencia que la radiacio´n incidente ω.
Kim propuso que este feno´meno de refuerzo de campo en nano-estructuras, era
u´til para generar radiacio´n armo´nica por medio de pulsos la´ser de femtosegundos,
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provenientes de la salida del oscilador en un sistema la´ser de Titanio-Zafiro. La
intensidad utilizada para excitar al arreglo de nano-estructuras fue del orden de
1011W/cm2. La ventaja de trabajar con los pulsos que emergen del oscilador, es
que la frecuencia de repeticio´n de estos se encuentra en el rango de los MHz,
favoreciendo la eficiencia de generacio´n de altos de armo´nicos. En cambio si se
desea amplificar el pulso con la te´cnica CPA (explicada en la seccio´n 2.1.1), la
frecuencia de repeticio´n de estos esta´ en el orden de los KHz, ademas de que no
se necesita un sistema extra (de varios miles de do´lares) como un amplificador.
El trabajo de Kim abrio´ la puerta a un nuevo estudio de la HHG con otro
tipo de campos, denominados campos inhomoge´neos. Esta inhomogeneidad de
los campos esta´ dada por las dimensiones de las estructuras que lo generan, ya
que estas se encuentran en el orden de los nano´metros. Una consecuencia de
la inhomogeneidad, es que trae aparejado un cambio profundo en la f´ısica de
la generacio´n de armo´nicos. Por un lado, se esta´ generando radiacio´n coherente
por medio de un campo oscilante local y por el otro, la inhomogeneidad del
campo induce un comportamiento distinto en las trayectorias de los electrones
que recombinan luego de la ionizacio´n, con respecto a un campo espacialmente
homoge´neo. Los efectos mencionados, originan un apartamiento de la ley del cut-
off dada por la ecuacio´n (3.7).
La HHG, as´ı como otros procesos de ionizacio´n con campos inhomoge´neos fue
ampliamente estudiada en diversos trabajos teo´ricos [38, 96–99]. Por lo general
se ha utilizado una aproximacio´n de primer orden para tratar la inhomegeneidad
del campo, de la forma:
h(x) = 1 + βx (5.1)
Donde la funcio´n h(x) representa la parte inhomoge´nea espacial del campo
ele´ctrico y β el grado de la inhomogeneidad. En menor medida, tambie´n fue
estudiada una aproximacio´n a segundo orden de h(x) [100].
En este cap´ıtulo analizaremos la generacio´n de armo´nicos utilizando campos
inhomogo´neos, realizando un ajuste ma´s detallado de la funcio´n h(x). Se mos-
trara´, que mediante el ajuste ma´s riguroso de esta funcio´n, se ponen de manifiesto
nuevos aspectos del comportamiento de las trayectorias de los electrones que re-
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combinan, que en aproximaciones de bajo orden no son observados. Por otro lado,
se estudiara´ el comportamiento de los fotones mas energe´ticos o cut-off, como fun-
cio´n de la longitud de onda en la HHG. Los resultados de este estudio, mostrara´n
una dependencia distinta a la ley del cut-off ((3.7)) con la longitud de onda. Es-
te comportamiento sera´ explicado, en principio, de manera fenomenolo´gica, para
luego ser avalado por los resultados.
Para realizar los estudios anteriormente mencionados, se simulara´ el refuer-
zo de campo producido por una nano-estructura tipo mon˜o (bow-tie) de oro,
utilizando un programa comercial denominado Rsoft [101]. Este programa po-
see un paquete (FullWAVE) que emplea la te´cnica FDTD (finite difference time
domain). Con esta te´cnica fueron realizadas las simulaciones. Una vez obtenido
el refuerzo de campo producido por la nano-estructura, se utilizara´ la ecuacio´n
1D-TDSE para obtener el espectro de armo´nicos en a´tomos de argo´n utilizando
la aproximacio´n SAE (single-active-electron). Por otro lado, se llevara´ a cabo un
estudio cla´sico tanto de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n, como de las
trayectorias de los electrones, integrando las ecuaciones de Newton.
5.1. Refuerzo de campo cercano producido por
una nano-estructura meta´lica
5.1.1. Campo ele´ctrico producido por un dipolo oscilante
Para entender mejor el feno´meno de refuerzo de campo producido por nano-
estructuras meta´licas, presentaremos primero el movimiento general de corrientes
J(x,t), que var´ıan con el tiempo de forma sinusoidal con frecuencia ω. El potencial
vector A(x, t), para corrientes de la forma J(x,t)= J(x)eiωt, se puede escribir
como:
A(x) = −µ0
4pi
∫
J(x′)
eik|x−x
′|
| x− x′ |d
3x′ (5.2)
La dependencia temporal de la ecuacio´n anterior es sinusoidal. Si la fuente
posee dimensiones del orden de d y la longitud de onda es λ = 2pic/ω. Si consi-
deramos que d λ, se presentan tres regiones espaciales diferentes.
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La zona pro´xima (esta´tica). d r  λ
La zona intermedia (induccio´n). d r ' λ
La zona lejana (radiacio´n). d λ r
En la zona pro´xima, los campos son de naturaleza esta´tica, pero oscilan
armo´nicamente como eiωt. La zona lejana, presenta campos de radiacio´n (on-
das electromagne´ticas). La zona de induccio´n es intermedia y el problema debe
ser tratado sin aproximaciones.
Describiremos un ejemplo sencillo, pero el mas importante, que es el com-
portamiento de un dipolo oscilante. Si tenemos en cuenta la ecuacio´n (5.2) para
el potencial vector, hacemos aproximaciones sobre | x − x′ | y desarrollamos en
series de Taylor el termino exponencial, a primer orden nos queda la siguiente
expresio´n para A(x).
A(x) = −µ0e
ikr
4pir
∫
J(x′)d3x′ (5.3)
La integral anterior puede ser reformulada mediante la integracio´n por partes
y teniendo en cuenta la ecuacio´n de continuidad iωρ = ∇ · J, tenemos:
A(x) = −µ0e
ikr
4pir
iωp (5.4)
En donde hemos incluidos el momento dipolar ele´ctrico p, que se define como:
p =
∫
x′ρ(x′)d3x′ (5.5)
Teniendo en cuenta las relaciones entre el campo magne´tico B y el campo
ele´ctrico E a trave´s del potencial vector A, B = ∇×A y E = ic
k
∇×B, podemos
encontrar las expresiones para B y E de un dipolo ele´ctrico oscilante, de la forma:
B =
µ0e
ikr
4pir
ck2(n× p)(1− 1
ikr
) (5.6)
E =
1
4pi2
[k2(n× p)× ne
ikr
r
+ [3n(n · p)− p]( 1
r3
− ik
r2
)]eikr (5.7)
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Donde n es el versor del radio vector r. De las ecuaciones anteriores se tiene
que en la zona pro´xima, r  λ, los campos son esta´ticos y tienden a:
B =
µ0
4pi
iω(n× p) 1
r2
(5.8)
E =
1
4pi0
[3n(n · p)− p] 1
r3
(5.9)
El campo ele´ctrico dado por la ecuacio´n (5.9), es el campo debido a un dipolo
ele´ctrico, pero que oscila temporalmente con el factor eiωt. El campo magne´tico
B, claramente, se anula cuando ω = 0. Es de destacar que el campo E es mas
grande que B en un factor kr, por lo que en la zona pro´xima los campos son de
naturaleza ele´ctrica.
5.1.2. Movimiento colectivo de los electrones: Plasmones
Para explicar el refuerzo de campo producido por nano-estructuras meta´licas
es necesario recurrir al termino plasmo´n.
Se puede definir al plasmo´n, como la cuasi-part´ıcula asociada a la cuantiza-
cio´n cla´sica (ecuaciones de Maxwell) del movimiento colectivo de los electrones
en un plasma (electrones libres), para que se produzca esta cuantizacio´n los elec-
trones deben estar confinados espacialmente. El modelo de Drude de los metales
(modelo cla´sico), propone que los electrones dentro de un metal se pueden mover
libremente como un gas de electrones. De esta manera, mediante este modelo, al
interactuar un pulso la´ser sobre una estructura meta´lica, los electrones del mismo
se van a mover acompan˜ando la oscilacio´n del campo ele´ctrico del la´ser. Si las
dimensiones de la estructura meta´lica son menores que la longitud de onda del
la´ser, el movimiento de las cargas dentro del conductor pueden pensarse por un
conjunto de dipolos oscilantes.
Para entender mejor la idea anterior, vamos a presentar directamente los re-
sultados obtenidos mediante la teor´ıa de Mie para part´ıculas esfe´ricas [102].
Suponemos que una onda plana, de amplitud E0, frecuencia ω y longitud
de onda λ, incide sobre una part´ıcula esfe´rica cuyo radio es r. Si la longitud
de onda de la luz incidente λ, es mucho mayor que la esfera, r  λ es valido
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considerar, que el campo ele´ctrico que actu´a sobre la esfera es homoge´neo, lo que
se conoce como aproximacio´n dipolar. De esta manera, el campo de respuesta Eext,
se desprende de la teor´ıa de Mie a primer orden. Por otro lado, el material de la
esfera se caracteriza por una funcio´n diele´ctrica r(ω). Esta funcio´n, esta´ dada en
el modelo de Drude, en la forma:
r(ω) = 1−
ω2p
ω2 + iγeω
(5.10)
Donde γe, es la frecuencia de colisiones de los electrones, que corresponde a un
para´metro fenomenolo´gico y ωp es la frecuencia de plasma, que se define como:
ωp =
√
nee2
0mef
(5.11)
Siendo ne la densidad de electrones en el medio, con una masa efectiva mef .
Siguiendo la teor´ıa de Mie, el campo Eext, se puede escribir como:
Eext(r) = E0 +
1
4pi0m
[3n(n · p)− p] 1
r3
(5.12)
Donde m, es la permitividad relativa respecto del medio. La polarizacio´n
efectiva de la esfera puede escribirse como:
p = 4pi0mR
3 r − m
r + 2m
E0 (5.13)
Para el caso de los metales, que son los materiales que implementaremos en
este cap´ıtulo, la parte real de la permitividad es usualmente negativa. Esto puede
llevar a un comportamiento resonante, si el denominador en la ecuacio´n (5.13),
tiende a cero. Este comportamiento, se conoce como condicio´n de Fro¨hlich. En
general, este feno´meno, es lo que origina un refuerzo de campo cercano. Para
part´ıculas pequen˜as en el vacio, esta condicio´n toma la siguiente forma:
Re[r(ω)] = −2 (5.14)
Para los metales, la parte imaginaria de r(ω) nunca es cero, por lo que no
existe una singularidad y el refuerzo de campo no tiende a infinito.
Para nano-estructuras con geometr´ıas ma´s complejas, en general, no es posible
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encontrar una solucio´n anal´ıtica para el refuerzo de campo, por lo que se emplean,
me´todos nume´ricos para encontrarlos. Esto se presentara´ en la seccio´n siguiente.
5.2. Modelos teo´ricos
5.2.1. Refuerzo de campo producido por una nano-estructura
de oro
Para estudiar el refuerzo de campo producido por una nano-estructura de
oro, se propuso una geometr´ıa tipo mon˜o. Cada nano-estructura que compone
el mon˜o, no termina en ve´rtices bien definidos en la zona pro´xima entre los dos
mon˜os, sino que presenta una forma del tipo trapezoidal. En el trabajo de Kim,
las simulaciones fueron realizadas asumiendo ve´rtices definidos. Esta geometr´ıa
de la nano-estructura propuesta, es debido a las condiciones de fabricacio´n, ya
que las te´cnicas litogra´ficas empleadas, poseen un l´ımite en su resolucio´n.
La representacio´n esquema´tica del campo la´ser interactuando con la nano-
estructura se representa en la figura 5.1(a). En la misma se observa en rojo el pulso
la´ser que incide con direccio´n de polarizacio´n paralela al eje de simetr´ıa de la nano-
estructura. La forma descripta en el pa´rrafo anterior de la nano-estructura, se
observa en perspectiva con color amarillo. En azul, en el medio de las estructuras,
se observa una representacio´n del refuerzo de campo ele´ctrico generado. Como
el campo ele´ctrico cercano tiene componente predominante en la direccio´n de
polarizacio´n del la´ser, se esquematizo´ un corte del mismo.
Las simulaciones para obtener el refuerzo de campo en esta nano-estructura,
fueron realizadas mediante una suite comercial denominada RSoft. Esta suite
contiene un paquete que utiliza el me´todo de diferencias finitas conocido como
Finite Difference Time Domain (FDTD), que resuelve las ecuaciones de Max-
well dependientes del tiempo cuando el la´ser interacciona con el material. Las
dimensiones de los trapecios fueron: 95nm del lado mayor, 20 nm del lado menor,
185nm de largo y un espesor de 50nm, la distancia entre los mismos fue de 20nm
(zona en donde se produce el refuerzo de campo). La longitud de onda del la´ser
utilizado para excitar la nano-estructura fue de 800nm. En la figura 5.1(b) se
observa, en un mapa de colores, la intensidad del campo cercano obtenido por
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medio de las simulaciones en los bordes de la misma. La figura 5.1(c) muestra
un corte, sobre un eje coincidente con la direccio´n de polarizacio´n del la´ser, del
perfil de intensidades obtenido. Se observa un aumento ma´ximo en la intensidad
del campo cercano, de 4000 veces la intensidad inicial del la´ser. Por otro lado,
conviene definir un refuerzo de campo efectivo, que se muestra esquematizado con
linea roja sobre los resultados dados por la simulacio´n (negro). Esto se debe a que
el refuerzo de campo real (medido), dado por una nano-estructura se encuentra
por debajo del obtenido por medio de las simulaciones [100].
Figura 5.1: Simulacio´n del refuerzo de campo producido por una nano-estructura
de oro, utilizando una longitud de onda del la´ser de 800nm. En la figura (a)
se muestra un esquema de la interaccio´n del la´ser con la nano-estructura, como
as´ı tambie´n en azul el refuerzo de campo producido. Las figuras (b) y (c) muestran
los resultados obtenidos para la intensidad del refuerzo de campo.
La figura 5.2 muestra la funcio´n h(x). Esta funcio´n determina la variacio´n
espacial (inhomogeneidad) del refuerzo de campo ele´ctrico utilizado para realizar
las simulaciones de la generacio´n de armo´nicos. El eje de las ordenadas se encuen-
tra normalizado en el punto x=0, las unidades de la coordenada espacial sobre
el eje de las abscisas esta´n en unidades ato´micas. La funcio´n h(x) representa un
ajuste de lo resultados obtenidos por las simulaciones (figura 5.1(c)), esta funcio´n
esta compuesta como suma de dos funciones Gaussianas.
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Figura 5.2: Funcio´n h(x) normalizada en el punto x = 0, la cual representa el
termino inhomoge´neo del campo ele´ctrico que interactu´a con el gas. Esta funcio´n
se desprende del ajuste de la simulaciones dadas por la figura 5.1(c).
5.2.2. Ecuacio´n 1D-TDSE para campos inhomogeneos
En esta seccio´n se detallara´n las caracter´ısticas espaciales y temporales del
campo ele´ctrico, que va a interactuar con el a´tomo para generar radiacio´n armo´ni-
ca. Se describira´n tambie´n las ecuaciones a resolver, tanto cla´sicas como cua´nticas,
para obtener el espectro de armo´nicos.
Como se ha descripto anteriormente la radiacio´n armo´nica esta´ generada por
campos esta´ticos (no propagantes) que oscilan armo´nicamente con la frecuencia
del la´ser ω. Estos campos ele´ctricos poseen componentes principalmente en la
direccio´n de polarizacio´n del la´ser, por lo que se puede estudiar el problema en
una dimension espacial. Esta forma de generacio´n de armo´nicos es diferente a la
obtenida por un pulso la´ser, en donde solo se obtiene una variacio´n temporal del
campo ele´ctrico, ya que suponemos que tiene un perfil espacialmente uniforme.
De esta manera es necesario una correccio´n del potencial del la´ser Vla´ser(x, t) en la
ecuacio´n de 1D-TDSE (3.26). Como el pulso la´ser ya no es el que interactu´a con el
gas, ya que el mismo tiene una intensidad que es dos o tres ordenes de magnitud
menor que la del campo cercano, definiremos el potencial de interaccio´n Vint(x, t).
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De esta manera escribimos la ecuacion 1D-TDSE con:
i
∂Ψ
∂t
= [−1
2
∂2
∂x2
+ Va´tomo(x) + Vint(x, t)]Ψ(x, t) (5.15)
Donde el potencial Vint(x, t) se puede escribir de la siguiente manera
Vint(x, t) = −
∫
E(x, t)dx (5.16)
Siendo E(x, t) el campo ele´ctrico oscilante generado por la nano-estructura,
que se puede escribir como:
E(x, t) = E0f(t)h(x)sin(ωt) (5.17)
Donde E0 es la amplitud ma´xima del campo. El termino f(t)sin(ωt) represen-
ta la variacio´n temporal del campo la´ser, que excita a la nano-estructura, donde
f(t) es la envolvente del pulso. La funcio´n h(x) representa la forma funcional del
campo ele´ctrico inhomogeneo normalizado (figura 5.2). La dependencia espacial
de esta funcio´n esta´ dada como suma de dos funciones gaussianas, por lo que la
integral (5.16) no tiene solucio´n anal´ıtica. Para sortear este problema escribimos
a h(x), como una expansio´n en serie de la siguiente manera
h(x) =
n∑
i
bix
i (5.18)
Para obtener un buen ajuste de la funcio´n h(x) desarrollamos la expansio´n
anterior al cuadrage´simo orden (n = 40), mediante un polinomio de Taylor. La
envolvente del pulso f(t), que se utilizo´ para realizar los estudios fue la siguiente
f(t) = sin2(
ωt
2np
) (5.19)
Donde np representa el numero total de ciclos o´pticos del pulso. Para realizar
los ca´lculos se tomo´ a np = 6, esto representa un ancho del pulso de 3 ciclos
opticos (FWHM). El estudio del espectro de armo´nicos se realizo´ en Ar, por
lo que el para´metro a se ajusto´ empleando el potencial del a´tomo dado por la
ecuacio´n (3.27). El ajuste se hizo de tal manera de hacer coincidir la energ´ıa del
estado fundamental del Hamiltoniano 1D, con el potencial de ionizacio´n del Ar
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(IP = −15,76eV ), de esta manera este para´metro toma el valor de a = 1,18.
5.3. Resultados
Para estudiar la generacio´n de armo´nicos por medio del campo inhomogeneo
dado por la figura 5.2, vamos a considerar dos puntos espaciales en donde el
electro´n es ionizado por el campo ele´ctrico para luego ser recombinado en el
mismo lugar. Estos son, el punto A que se encuentra en la posicio´n x = 0 y el
punto B que se encuentra en x = 70(a.u.) (figura 5.2).
El estudio de la generacio´n de armo´nicos, considerando al a´tomo en el punto
A, se realiza para ver, de manera demostrativa, el comportamiento del cut-off
con la longitud de onda. El punto B fue estudiado, ya que en esta posicio´n es
posible realizar una aproximacio´n del campo a primer orden con una funcio´n
lineal, descripta por la ecuacio´n (5.1).
En la figura 5.2, se puede observar como el campo ele´ctrico en el punto A
aumenta a ambos lados del mismo. Teniendo en cuenta que el electro´n, cuando es
ionizado va a experimentar un aumento del campo ele´ctrico con la posicio´n. Este
aumento se va a presentar cuando el electro´n se ionice tanto para las coordenadas
negativas como para las positivas, ya que el campo crece a ambos lados del punto
A. Teniendo en mente lo anterior, se espera que el electro´n al ser ionizado en el
punto A genere un foto´n mas energe´tico (cut-off) al momento de recombinarse
que si no existiera un campo inhomogeneo.
Como se ha mencionado anteriormente el cut-off depende de λ2 en los casos
donde el campo es homoge´neo. Por otro lado, cuando se trabaja con longitudes
de ondas ma´s largas, el electro´n viaja ma´s tiempo en el continuo, recorre ma´s
distancia. Esto origina, que el paquete o funcio´n de onda del electro´n se ”disperse”,
disminuyendo la probabilidad de recombinacio´n y de este modo la eficiencia de
la generacio´n de armo´nicos. Una manera de cuantificar el recorrido del electro´n
en un campo oscilante, es a trave´s del quiver radius α0 [38]. Este para´metro,
que es proporcional a
√
Iλ2, es un promedio del recorrido de las trayectorias del
electro´n en el continuo. Como el electro´n al aumentar la longitud de onda del la´ser
viaja ma´s distancia, es de esperar que en el campo inhomogeneo, representado
por la figura 5.2, aumente su intensidad, de esta manera el electro´n va a obtener
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una mayor energ´ıa cine´tica al momento de recombinar. La situacio´n anterior,
esta´ esquematizada por flechas punteadas de colores sobre el campo h(x) (figura
5.2). De esta manera, si el electro´n es ionizado en el punto A, se esperara´ que el
comportamiento del cut-off ya no siga la ley anteriormente mencionada.
Siguiendo con el mismo razonamiento que el pa´rrafo anterior, cuando el electro´n
es ionizado en el punto B (figura 5.2), este puede moverse hacia las coordenadas
negativas o positivas. Como el electro´n posee carga negativa, si es ionizado por la
parte negativa del campo ele´ctrico, se va a mover hacia las coordenadas positivas.
Por el contrario, si es ionizado por la parte positiva del campo ele´ctrico, va a mo-
verse hacia las coordenadas negativas. Dependiendo de que zona del pulso ionice
al electro´n, este va adquirir mayor o menor intensidad de campo que en el caso
del campo homoge´neo, ya que en las proximidades del punto B el campo crece en
forma mono´tona. De esta manera, se esperara´ que la energ´ıa de recombinacio´n
este´ influenciada por la regio´n del pulso que ioniza al electro´n.
Para corroborar los razonamientos seguidos en los pa´rrafos anteriores, simu-
lamos por medio del ana´lisis cla´sico las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n, la
generacio´n de armo´nicos en el punto B (figura 5.2). Las simulaciones fueron rea-
lizadas empleando una longitud de onda de 800 nm, con esta longitud de onda el
movimiento del electro´n se encuentra en las cercan´ıas del punto B, en este caso
se puede considerar la inhomogeneidad del campo como una funcio´n lineal de
la forma (5.1). La intensidad utilizada fue de 1014W/cm2. Para tener un orden
de magnitud del valor del desplazamiento del electro´n alrededor del punto B,
estimamos el valor del quiver radius a ±16 a.u.
En la figura 5.3(a) se observa el pulso la´ser utilizado para realizar las simula-
ciones, la envolvente del mismo esta´ descripta por la ecuacio´n (5.19). Se utilizo´ un
pulso de 3 ciclos de FWHM, correspondiente a np = 6.
La figura 5.3(b) muestra el ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-
recombinacio´n. Las flechas en colores en la figura 5.3(a) muestran la zona temporal
del campo ele´ctrico, donde es ionizado y recombinado el electro´n. A cada flecha
en la figura 5.3(a) le corresponde una flecha del mismo color en los resultados
presentados en la figura 5.3(b). Teniendo en cuenta lo comentado anteriormente,
cuando el electro´n es ionizado por la parte negativa del campo ele´ctrico, este se
mueve hacia las coordenadas positivas. Como el campo es creciente en esa direc-
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Figura 5.3: La figura (a) muestra el pulso la´ser utilizado para realizar las simula-
ciones, las flechas de colores indican la zona temporal donde el electro´n es ionizado
y recombinado. La figura (b) muestra los resultados cla´sicos obtenidos en el punto
B, a cada flecha le corresponde otra flecha del mismo color en la figura (a).
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cio´n el electro´n va a experimentar una intensidad mayor. Por otro lado, cuando
el electro´n es ionizado por la parte positiva del campo (figura 5.3(a)), ocurre lo
contrario.
Estos resultados pueden apreciarse en la figura 5.3(b), en donde se observa un
”desdoblamiento”de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n. Esta es una de las
diferencias entre campos homoge´neos e inhomoge´neos. Para observar un aumento
del cut-off con respecto al caso homoge´neo, es necesario tener en cuenta el sentido
del movimiento del electro´n o de manera equivalente en que regio´n temporal es
ionizado.
Para comprender mejor lo mencionado anteriormente, tomemos como ejemplo
la parte del pulso que ioniza al electro´n marcada con la flecha roja. Si miramos
la figura 5.2, permite inferir que el electro´n va a experimentar mayor intensidad
ya que se mueve para el lado del campo creciente. Los resultados se muestran,
tambie´n con flecha roja, en la figura 5.3(b). Por el contrario, cuando el electro´n es
ionizado en la zona marcada por la flecha negra, este va a disminuir su intensidad,
los resultados se muestran tambie´n en la figura 5.3(b). Se observa claramente una
diferencia de energ´ıas de recombinacio´n para los dos casos, el rojo genera un
foto´n mas energe´tico que el negro. Si no existiera un campo inhomoge´neo las
dos energ´ıas de recombinacio´n serian pra´cticamente iguales. Resultados similares
fueron presentados por Shaaran y colaboradores [98].
El estudio de la HHG cuando el electro´n es ionizado en el punto B, fue rea-
lizado para avalar las hipo´tesis sobre el movimiento del electro´n en el continuo
en un campo inhomoge´neo. A continuacio´n se presentara´ un estudio del compor-
tamiento del cut-off a medida que la longitud de onda del la´ser, que excita a la
nanopart´ıcula, varia. El estudio se realizo´ en el punto A (x=0) de la figura 5.2, en
donde el campo ele´ctrico crece a ambos lados del mismo. La intensidad en dicho
punto es de 1014w/cm2 y el pulso utilizado es el dado por la figura 5.3(a).
Para estudiar la variacio´n del cut-off con λ, se realizaron cuatro simulaciones
mediante la ecuacio´n 1D-TDSE con los siguientes valores de λ; 800, 1100, 1300
y 1500nm. Los resultados de los espectros de armo´nicos se observan en la figura
5.4. Se puede apreciar que a medida que la longitud de onda del la´ser aumenta,
se generan fotones cada vez mas energe´ticos (cut-off). Esto esta´ de acuerdo en un
aumento del cut-off con la longitud de onda, como se ha comentado anteriormente.
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Sin embargo si se observa con mas detalle, el aumento del cut-off originado por
la variacio´n de λ sobrepasa al dado por la ley del cut-off (3.7). Para λ =800nm
figura 5.4(a), no existe una diferencia de energ´ıas apreciable con relacio´n al caso
homoge´neo. Esto es debido, a la pequen˜a variacio´n espacial que experimenta el
electro´n en el continuo a esa longitud de onda. Si se observa la figura 5.2, en
las cercan´ıas del punto A el campo ele´ctrico no cambia de forma apreciable. Por
el contrario para λ =1100, 1300, 1500nm (figura (b), (c) y (d)), se observa un
notable apartamiento de la ley del cut-off, pues se obtienen energ´ıas, en funcio´n
de la energ´ıa ponderomotriz UP , cada vez ma´s elevadas, 5,17UP , 8.47UP y 9.8UP
respectivamente. Estos resultados se pueden interpretar teniendo en cuenta que
el electron pasa mas tiempo en el continuo (se aleja mas del punto de ionizacio´n)
a longitudes de ondas largas, lo que origina que experimente un campo ele´ctrico
cada vez mayor (Figura 5.2). Los resultados anteriores muestran un apartamiento
claro con respecto de la ley del cut-off.
Para complementar estos resultados, se ha realizado un ana´lisis cla´sico, por
medio de la integracio´n de las ecuaciones de Newton, de las energ´ıas de ionizacio´n-
recombinacio´n para los mismos para´metros. Estos resultados se presentan en la
figura 5.5, se observa una excelente concordancia con los resultados obtenidos por
medio de la ecuacio´n 1D-TDSE. Con estos resultados, se pone de manifiesto la
simplicidad y exactitud del modelo de los tres pasos, para describir el proceso de
HHG bajo distintos campos de excitacio´n.
A continuacio´n (figura 5.6) se estudio´ la dependencia del cut-off con la longitud
de onda del la´ser λ, para un gran intervalo de valores, que van desde 0.7µm a
4µm. Los ca´lculos realizados fueron llevados a cabo a trave´s del ana´lisis cla´sico,
ya que como se mostro´ en las figuras 5.4 y 5.5, los resultados cla´sicos y cua´nticos
presentan una gran concordancia.
En la figura 5.6 se presentan los resultados obtenidos. Se pueden observar
cuatro regiones bien diferentes (I-IV), en cuanto al comportamiento del cut-off
con λ. Con l´ınea negra se representa el comportamiento inhomoge´neo y en l´ıneas
rojas el comportamiento homoge´neo. En la regio´n I, hasta una longitud de onda
de 1100nm, el comportamiento del cut-off es similar al caso homoge´neo (λ2). Esto
es debido al pequen˜o desplazamiento que presenta el electro´n, alrededor del punto
de ionizacio´n, para esas longitudes de onda. En la regio´n II, se observa un brusco
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Figura 5.4: Simulaciones cua´nticas realizadas bajo la ecuacio´n 1D-TDSE utili-
zando el pulso representado por la figura 5.3(a). Se muestra los espectros de
armo´nicos para las cuatro longitudes de onda λ utilizadas: (a)800nm, (b)1100nm,
(c)1300nm, (d)1500nm. La intensidad del la´ser empleada fue de 1014W/cm2.
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Figura 5.5: Simulaciones cla´sicas de energ´ıas de ionizacio´n (rojo) y recombinacio´n
(verde), para los mismos para´metros que las simulaciones cua´nticas, figura 5.4. Se
puede observar en cada gra´fica, la linea negra que representa el cut-off del campo
homoge´neo.
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aumento del cut-off con λ, esta dependencia esta´ en el orden de λ3. Los resultados
de esta regio´n ya fueron presentados en la figura 5.4 y se originan por el aumento
del campo ele´ctrico a medida que el electro´n recorre mas distancia en el continuo.
La regio´n III (de 1600nm a 3000nm), aunque muestra un aumento del cut-off con
respecto al caso homoge´neo, la dependencia con λ es menor que la dada por la
ley del cut-off (3.7). Para entender este comportamiento, tenemos que remitirnos
a la figura 5.2. En la misma podemos ver que la funcio´n h(x) esta´ delimitada,
alcanza un ma´ximo en cierta posicio´n (∼ ±125 a.u.), para luego decrecer de
manera exponencial. Esto origina un cierto limite o valor ma´ximo en la energ´ıa
que puede adquirir el electro´n. De esta manera, a medida que aumenta la longitud
de onda, las trayectorias de los electrones en el continuo ya no presentan el mismo
comportamiento que para el caso homoge´neo.
Finalmente se muestra la regio´n IV, definida para λ mayores a 3000nm, se pue-
de apreciar que el cut-off alcanza un valor asinto´tico o de saturacio´n. Para com-
prender el origen del comportamiento de esta regio´n se realizo´ un ana´lisis cla´sico
de las trayectorias de los electrones, para dos longitudes de ondas; λ=3000nm
y λ=4000nm. Los resultados se presentan en las figuras 5.7 (a) y 5.7(b) res-
pectivamente. Como puede verse de las mismas solo una porcio´n menor de las
trayectorias recombinan (vuelven a la posicio´n original, x=0). Esto significa que
la eficiencia de la HHG para grandes longitudes de ondas, bajo este campo inho-
mogeneo, sera´ muy baja. Esto podr´ıa beneficiar a un feno´meno conocido en ingles
como above-threshold ionization (ATI), este feno´meno estudia el comportamiento
de las trayectorias que no recombinan [77].
Observando las figuras 5.7, vemos que aparece un hecho muy llamativo en
el comportamiento de las trayectorias que recombinan. Estas nunca superan un
valor aproximado de ± 200 a.u. Este umbral es independiente de la longitud de
onda de la´ser empleada para excitar a la nano-estructura y esta estrechamente
relacionado con las caracter´ısticas de la funcio´n h(x). En la figura 5.2, en l´ıneas
punteadas negras, se sen˜aliza la regio´n espacial que confina a los electrones. Estos
resultados marcan una gran diferencia con respecto a la generacio´n de armo´nicos
con campos homoge´neos, en donde el desplazamiento del electro´n era proporcional
a λ2 (quiver raduis α0).
Por medio del pa´rrafo anterior, el valor ma´ximo de la energ´ıa que alcanza
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Figura 5.6: Dependencia de cut-off como funcio´n de la longitud de onda λ, me-
diante el ana´lisis cla´sico de las energ´ıas para el campo inhomogeneo (negro). En
linea roja se muestra el comportamiento de la ley cla´sica del cut-off (3.7).
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la HHG (regio´n IV), queda explicado por el confinamiento que sufre el electro´n
a trave´s del campo ele´ctrico acotado espacialmente. En el caso homogeneo, no
existe un confinamiento espacial y la energ´ıa de la radiacio´n depende, como se
ha mencionado antes, de λ2. Para el campo ele´ctrico h(x) estudiado, el ma´ximo
valor en la energ´ıa de la radiacio´n toma un valor aproximado de 500eV.
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Figura 5.7: Ana´lisis cla´sico de las trayectorias para el campo inhomoge´neo. La
figura (a) muestra los resultados para λ = 3000nm y la figura (b) el caso para
λ = 4000nm. Se observa que las trayectorias que recombinan nunca superan,
aproximadamente, el rango espacial ±200a.u..
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5.4. Discusio´n y Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha estudiado teo´ricamente la generacio´n de armo´nicos
en a´tomos de argo´n, por medio del campo ele´ctrico producido por una nano-
estructura de oro, al ser excitada por un pulso la´ser de algunos ciclos o´pticos.
En este ana´lisis, se utilizo´ una aproximacio´n que posee un buen grado de
exactitud del refuerzo de campo cercano creado por la nano-estructura de oro tipo
mon˜o. Esta aproximacio´n (figura 5.2), permitio´ deducir de manera cualitativa, el
comportamiento de las trayectorias de los electrones luego de ser ionizados por el
campo. De esta manera, se pudo vislumbrar ciertos aspectos de la generacio´n de
armo´nicos bajo campos inhomoge´neos, que permanec´ıan ocultos utilizando una
aproximacio´n a primer orden del refuerzo de campo (5.1).
El primer ana´lisis, se realizo´ teniendo en cuenta el punto B en la figura 5.2.
Este punto, iluminado con determinadas longitudes de ondas (quiver radius α0),
puede ser considerado como una funcio´n lineal de la forma (5.1). A trave´s de este
ana´lisis, pudimos reproducir resultados ya publicados por Shaaran et.al. [98], en
donde se originaba un desdoblamiento de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n
por medio de un ana´lisis de las quantum-orbit. Este feno´meno depende de la
regio´n temporal del pulso donde se ioniza el electro´n. Por otro lado, este ana´lisis
permitio´ corroborar nuestro idea cualitativa del comportamiento de las trayectoria
de los electrones bajo campos inhomoge´neos.
El segundo ana´lisis fue realizado en el punto A de la figura 5.2, en la posicio´n
x=0. Se analizo´ el comportamiento del cut-off con la longitud de onda central del
pulso la´ser λ, que excita a la nano-part´ıcula. Los resultados que se obtuvieron
presentan un gran apartamiento de la ley del cut-off dado por la ecuacio´n (3.7).
Para una cierto intervalo de λ, que va de 1100nm a 1600nm, se observa que
el cut-off escala con λ3. Para explicar este comportamiento, se debe tener en
cuenta el incremento del campo ele´ctrico producido a ambos lados del punto A.
El siguiente resultado importante que se obtuvo mediante el ana´lisis, fue que
las trayectorias de los electrones que recombinan esta´n confinadas espacialmente,
independientemente de la longitud de onda de excitacio´n. Este confinamiento, se
origina por las caracter´ısticas del campo h(x) dado figura 5.2, en donde existe
una limitacio´n espacial del mismo.
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En conclusio´n, se han obtenidos resultados nuevos en la generacio´n de armo´ni-
cos bajo campos inhomoge´neos. Estos resultados se originan teniendo en cuenta
un mejor ajuste del refuerzo de campo generado por la nano-estructura. Por un
lado, por primera vez, se ha mostrado que el cut-off puede escalar con una lon-
gitud de onda mayor que λ2. Por otro lado, en campos inhomoge´neos generados
por nano-estructuras, las trayectorias de los electrones que recombinan esta´n li-
mitadas espacialmente. Esta limitacio´n o confinamiento, es independiente de la
longitud de onda de excitacio´n y depende fuertemente de las caracter´ısticas del
campo de la nano-estructura h(x).
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Cap´ıtulo 6
S´ıntesis de un pulso de un ciclo
para la generacio´n de armo´nicos
En los u´ltimos an˜os, se ha logrado un gran avance en la generacio´n de pulsos,
de alrededor de dos ciclos de FWHM, para el estudio de la HHG. Estos pulsos
poseen longitudes de ondas entre 0.8-2 µm [103–107]. El intere´s en generar pulsos
de longitudes de onda largas, es que permite obtener fotones ma´s energe´ticos
(ecuacio´n (3.7)). La desventaja de utilizar estas longitudes de onda en el proceso
de la HHG, es que la eficiencia de la generacio´n decrece como λ−5,5 [72, 73].
Por otro lado, la posibilidad de generar pulsos de pocos ciclos, permite la
obtencio´n de pulsos de attosegundos aislados, como se explicara´ en la seccio´n si-
guiente. Estos pulsos aislados son indispensable, si se desea realizar experimentos
cronolo´gicos del comportamiento de distintos feno´menos naturales [21–24].
En este cap´ıtulo, proponemos la s´ıntesis de cuatro pulsos de aproximadamen-
te un ciclo o´ptico de FWHM, para el estudio de la HHG. Estos pulsos, sobre el
espectro de armo´nicos, van a presentar ventajas tanto en la eficiencia del proceso
como en la obtencio´n de fotones mas energe´ticos. Para lograr esta s´ıntesis, propo-
nemos un esquema experimental (interfero´metro de dos ramas) donde un pulso
gaussiano de una longitud de onda λ0 inicial, es dividido en dos pulsos de igual
amplitud. Estos pulsos, en cada rama, atraviesan diferentes medios dispersivos
hasta sumarse de nuevo. Por otro lado, cada uno de estos pulsos, antes de reen-
contrase, son reflejados por espejos que van a diferir en numero en su paridad.
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De esta manera, se logra un desfasaje entre los pulsos de pi.
Los cuatro pulsos sintetizados, van a poseer cierta asimetr´ıa en un ciclo del
pulso. Esto quiere decir, que la regio´n temporal que ioniza al electro´n va a ser
diferente a la que permite la recombinacio´n. Esta asimetr´ıa, causa un comporta-
miento diferente en las trayectorias de los electrones que recombinan, en relacio´n
a un pulso sinusoidal puro. En varios trabajos previos, se han propuesto dife-
rentes s´ıntesis de pulsos que poseen asimetr´ıa en un ciclo [34, 35, 108]. En esos
trabajos se presenta una mejora en la eficiencia de la generacion de HHG, como
as´ı tambie´n un aumento del cut-off. Un caso especial es el trabajo Ideal Wave-
form o Perfect Wave [109], en donde se propone un pulso ideal, que origina la
trayectoria de recombinacio´n mas energe´tica posible en un ciclo. Este trabajo fue
corroborado experimentalmente, mediante una mezcla de pulsos con diferentes
frecuencias [110].
El estudio de la HHG con los pulsos sintetizados, se llevara´ a cabo median-
te la resolucio´n de la ecuacio´n de Schro¨dinger 3D-TDSE en a´tomos de Ar, co-
mo as´ı tambie´n por medio de un ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-
recombinacio´n y un ana´lisis Wavelet de la radiacio´n emitida.
6.1. Generacio´n de armo´nicos con pulsos de po-
cos ciclos: Attosegundos
Cuando se trabaja con pulsos muy cortos, es decir, de algunos pocos ciclos
o´pticos de FWHM en la generacio´n de armo´nicos, es necesario que los mismos
poseen la fase estabilizada. Esta te´cnica de control de la fase del pulso (CEP),
fue descripta en la seccio´n 2.1.2. Si la CEP entre un pulso y el siguiente, a la
hora de interactuar con el gas no estuviera controlada, la interaccio´n de dos
pulsos consecutivos ser´ıa diferente, por lo que el espectro de armo´nicos presentar´ıa
variaciones [111,112].
La importancia de trabajar con pulsos de pocos ciclos en la HHG, es la posi-
bilidad de generar pulsos de attosegundos (10−18s) aislados. Los pulsos de varios
ciclos o´pticos, originan un tren de pulsos de attosegundos cada medio ciclo del
pulso la´ser. Esto queda evidenciando en la ecuacio´n (3.16), en donde se originan
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varios eventos (emisio´n armo´nica), ya que el pulso posee varios ciclos.
Al tener un pulso de pocos ciclos, se originaran pocos eventos de emisio´n
armo´nica, de modo que dependiendo del pulso podr´ıan ser: dos, tres o cuatro,
segu´n el caso. Esto origina una estructura de interferencia de la radiacio´n no tan
definida como en el caso de un pulso de varios ciclos, por lo que el espectro de
armo´nicos, presentara´ una regio´n continua de radiacio´n.
Para entender mejor el ana´lisis anterior, en la figura 6.1 se presentan gra´fica-
mente los dos ejemplos mencionados. En la parte superior se observa un espectro
de armo´nicos originado con un pulso de varios ciclos o´pticos, donde es posible
apreciar que los armo´nicos quedan bien diferenciados (picos impares). A la dere-
cha de la imagen, se muestra la Tranformada de Fourier del espectro de armo´nicos,
en donde se visualiza el tren de pulsos de attosegundos resultante. Estos pulsos
ocurren cada medio ciclo del la´ser. Por el contrario, en las figuras de abajo, se
muestra el espectro de armo´nicos obtenido por un pulso de pocos ciclos. De esta
figura, se observa que en la regio´n del cut-off el espectro es continuo. Esta par-
ticularidad implica, que ocurre solo un evento de ionizacio´n-recombinacio´n en el
proceso de generacio´n, que origina la ma´xima energ´ıa del foto´n (desaparece la
estructura de interferencia).
Para obtener un pulso de attosegundos aislado, no alcanza solamente con gene-
rar la radiacio´n mediante pulsos de pocos ciclos. Lo que ocurre es que a ordenes
bajos, el espectro contiene picos bien definidos. Para sortear este problema, se
utiliza un filtro espectral pasaalto, sintonizado en la regio´n donde el espectro de
armo´nicos es un continuo (linea continua roja en la figura 6.1) [24]. Este filtro,
generalmente suele ser una pel´ıcula de aluminio o zirconio [113, 114]. Luego de
filtrar el espectro, a la derecha de la figura se observa el pulso de attosegundos
aislado.
6.2. S´ıntesis de los pulsos
Para la s´ıntesis de los pulsos, se propone el esquema experimental mostrado
en la figura 6.2 (a). En la misma, se observa la suma de dos pulsos con diferentes
grado de chirp dado por la GVD y un desfasaje entre ellos de pi. Para realizar el
estudio, se sintetizaron cuatro pulsos variando el grado y el signo del chirp.
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Figura 6.1: Espectro de armo´nicos obtenidos con pulsos con diferentes anchos
temporales. Las ima´genes superiores muestran un espectro obtenido por un pulso
de varios ciclos, como as´ı tambie´n su TF (tren de attosegundos). La ima´genes
inferiores, muestran la s´ıntesis de un pulso de attosegundo, obtenido por medio
de un pulso de pocos ciclos. En linea roja se sen˜aliza la regio´n espectral que fue
filtrada (filtro pasa-alto).
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Figura 6.2: (a)Esquema experimental propuesto para la s´ıntesis de los pulsos.(b)
pulso inicial, (c) superposicio´n de dos pulsos que originan la s´ıntesis, (d) s´ıntesis
del pulso antes de atravesar un filtro espectral.
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Inicialmente, se tiene un pulso Gaussiano de un ciclo o´ptico de FWHM y
una longitud de onda λ0 (figura 6.2(b)). Este pulso, es dividido en dos pulsos de
igual amplitud, por medio de un beam splitter (BS1), pulso 1 y pulso 2. El pulso
1 atraviesa un medio dispersivo de longitud L1 y es reflejado por medio de un
numero impar de espejos. El pulso 2, atraviesa un medio de longitud L2 y recorre
la misma distancia que el pulso 1, pero es reflejado por un numero par de espejos
(en magenta se muestra un espejo mo´vil, que permite ajustar los caminos de las
ramas). Esta disparidad entre el numero de espejos, origina un cambio de fase en pi
entre ellos. Finalmente, los pulsos son nuevamente superpuestos sobre un segundo
beam splitter (BS2). Esta superposicio´n se esquematiza en la figura 6.2(c). En
la figura 6.2(d), se muestra la suma real de los dos pulsos. En la misma, se
observan dos zonas temporales bien definidas, con diferentes longitudes de onda.
La particularidad obtenida en el pulso resultante es consecuencia del chirp que
se introdujo en los pulsos mediante los diferentes medios dispersivos. La primera
zona temporal, posee una longitud de onda aproximada de λ = 1,5λ0. La segunda
zona, posee una longitud de onda menor que λ0, pero para el caso de nuestro
estudio no es relevante, ya que, siguiendo la ley del cut-off, las longitudes de
ondas bajas generan fotones menos energe´ticos. De todos modos, para prescindir
de las altas frecuencias, proponemos incluir un filtro espectral ideal, de tal manera
que filtre estas longitudes de ondas cortas.
En la figura 6.3(a), se presenta el ana´lisis tiempo-frecuencia (Wavelet) del pul-
so (figura6.3(c)). El eje de las ordenadas corresponde a la frecuencia en unidades
arbitrarias, mientras sobre el eje de las abscisas se representa el tiempo, en ciclos
o´pticos. De esta manera, mediante la figura 6.3(a), se puede observar claramente
las diferentes regiones temporales del pulso y sus respectivas frecuencias. En la
Figura 6.3(b), se muestra el filtro ideal (linea punteada roja), sobre el ana´lisis
wavelet. Dado que los dos pulsos poseen un gran ancho de banda, sus espectros
se superponen, y no es posible filtrar totalmente la regio´n temporal de altas fre-
cuencias, sin afectar a la regio´n de bajas frecuencias. El pulso resultante, luego
de ser filtrado, se presenta en lineas rojas en la figura 6.3(d). En el mismo, se
observa una clara disminucio´n de la amplitud del campo en la regio´n de altas
frecuencias. El campo ele´ctrico en esta regio´n, no posee suficiente amplitud para
ionizar al a´tomo por efecto tu´nel, efecto que ya fue presentado en la figura 4.7.
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De esta manera, la regio´n de altas frecuencias no va a influir en el espectro de
armo´nicos.
Figura 6.3: Pulso sintetizado y su ana´lisis wavelet (izquierda). Las ima´genes a la
derecha, muestran el filtro espectral (linea punteada roja) sobre el ana´lisis wavelet
y el pulso luego de ser filtrado (rojo).
Teniendo en cuenta lo discutido en el pa´rrafo anterior, las simulaciones con los
diferentes pulsos sintetizados se realizara´n en la ventana temporal que presenta
las frecuencias mas bajas. Los cuatro pulsos sintetizados se muestran en la figura
6.4. Cada uno de estos pulsos, se obtuvo variando las longitudes de los medios
dispersivo L1 y L2, y el signo del chirp. El medio dispersivo para realizar los
ca´lculos en este caso, corresponde a un vidrio de SF14. Para los pulsos mostrados
por las figuras 6.4(a) y (b), las diferentes longitudes del medio fueron L1=25 µm
y L2=30 µm. El signo del chirp para el pulso (a) fue positivo y para el pulso (b)
negativo. Para los pulsos representados en (c) y (d), las longitudes utilizadas para
el calculo fueron L1=20 µm y L2=30 µm, mientras que la variacio´n en el signo
del chirp, se efectuo´ de la misma manera que en (a) y (b).
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Figura 6.4: Los cuatro pulsos sintetizado para el estudio de la generacio´n de
armo´nicos.
6.3. Resultados
El proceso propuesto de s´ıntesis de los pulsos no necesita de un medio no-lineal
para su obtencio´n, por lo que la intensidad de los pulsos no es un para´metro
relevante. Para estudiar la generacio´n de armo´nicos, se fijo´ el valor del campo
en 0.053 a.u., que corresponde a la regio´n A (figura 6.4) en los pulsos. En estas
regiones temporales, el a´tomo es ionizado, mientras que en la otra regio´n, el
electro´n es recombinado emitiendo un foto´n. El valor de la amplitud ma´xima de
campo propuesto, corresponde a una intensidad de 1014W/cm2.
Los resultados obtenidos por medio de la ecuacio´n de Schro¨dinger (3D-TDSE),
pueden observarse en la figura 6.5. En la misma, en rojo, se observa el espectro
de armo´nicos obtenido por medio de los pulsos de la figura 6.4. Al pulso de la
figura 6.4(a), le corresponde el espectro de la figura 6.5(a), los dema´s espectros,
representados en las figuras (b), (c) y (d) siguen la misma relacio´n. Tambie´n,
en la figura 6.5(a), se muestra en negro el espectro de armo´nicos correspondien-
te al pulso original (800 nm) a la misma intensidad que los pulsos sintetizados,
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1014W/cm2. Se observa en todos los espectros, un notable incremente del cut-off
en relacio´n al pulso con una longitud de onda de 800 nm (rojo). Este resultado
es de esperarse, ya que siguiendo la ley del cut-off (3.7), los pulsos que fueron
sintetizados poseen una longitud de onda aproximada de λ ' 1,5λ0, correspon-
diente a λ=1200 nm. Es de destacar, que los espectros obtenidos por los pulsos 1
y 3 poseen un incremento en el cut-off, que excede al estimado para un pulso con
una longitud de onda de λ=1200 nm. Esto es consecuencia, de la asimetr´ıa entre
la regio´n del pulso que ioniza al a´tomo, con respecto a la regio´n que permite la
recombinacio´n.
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Figura 6.5: Espectro de armo´nicos obtenidos por medio de la ecuacio´n 3D-TDSE,
para los cuatro pulsos sintetizados (rojo). En azul, se observan los espectros equi-
valentes que originan el mismo cut-off. En negro (a), se muestra el espectro de
armo´nicos para λ = 800nm.
Por otro lado, se analizo´ la eficiencia de la generacio´n de armo´nicos, para los
pulsos sintetizados. Para lograr esto, se comparo´ la eficiencia de cada uno de los
espectros obtenidos, por un espectro equivalente. La equivalencia de los diferentes
espectros se obtuvo, comparando el cut-off que genera un pulso sinusoidal, a una
determinada longitud de onda, con el obtenido por el pulso sintetizado. Esto se
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realizo´, por simple inspeccio´n, mediante el ana´lisis cla´sico de las energ´ıas para
cada uno de los casos.
Cada uno de estos espectros a longitud de onda fija, se muestran en azul
en la figura 6.5. Se observa, que todos los pulsos sintetizados poseen una mayor
eficiencia que sus pulsos equivalentes. Es de destacar, que para los pulso 1 y
3, que son los pulsos que poseen un cut-off mas elevado, la eficiencia es mayor,
estando su mejor´ıa en alrededor de un orden de magnitud respecto a sus pulsos
equivalentes.
Para explicar la mejora en la eficiencia de la generacio´n de armo´nicos para los
pulsos sintetizados propuestos, se analizo´ el tiempo de vuelo del electro´n en el con-
tinuo τV por medio del ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n.
Es bien sabido que la eficiencia depende de la dispersio´n que sufre el paquete de
ondas en el continuo. Esta dispersio´n esta´ estrechamente ligada al tiempo de vuelo
τV ∝ λ [110]. Cuando el electro´n pasa mas tiempo en el continuo, la probabilidad
de que ocurra la recombinacio´n es menor. En general, la eficiencia de la generacio´n
depende de λ−5,5. Los resultados del ana´lisis cla´sico se muestran en la figura 6.6.
En puntos rojos se muestra el instante donde el electro´n es ionizado y en verde
donde es recombinado. El tiempo esta´ expresado en ciclos o´pticos a una longitud
de onda de 800 nm, que corresponde a 2.66 fs. Se observa, de estos resultados,
una clara correspondencia con los resultados cua´nticos, presentados previamente
en la figura 6.5.
Los estudios de la eficiencia, fueron realizados considerando el tiempo de vuelo
de las trayectorias que generan el cut-off, que se indica con flechas en la figura
6.6. Estos tiempos de vuelo, fueron comparados con los correspondientes tiempos
de vuelo de las trayectorias de los pulsos equivalentes. Para un pulso sinusoidal
puro, el tiempo de vuelo de la trayectoria mas energe´tica, es aproximadamente
τV = 0,75T , siendo T el periodo del pulso (figura 3.6).
En la tabla 6.1, se muestran los tiempos de vuelo para todos los pulsos estu-
diados, tanto los sintetizados como sus equivalentes. Se observa, que los tiempos
de vuelo para los pulsos sintetizados siempre son menores que los dados por los
pulsos equivalentes. Particularmente, los pulsos 1 y 3, muestran una mejor eficien-
cia en relacio´n a sus pulsos equivalentes (figura 6.5), ya que los tiempos de vuelo
difieren de forma apreciable. Esta diferencia de los tiempos de vuelo, explica la
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Figura 6.6: Ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n para los
cuatro pulsos sintetizados. La flecha negra en cada imagen, indica el tiempo de
vuelo τV .
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mejora en la eficiencia del espectro de armo´nico, para los pulsos sintetizados.
τV (fs) Pulsos sintetizados Pulsos equivalentes
Pulso 1≡ 1350nm 2.70 fs 3.29 fs
Pulso 2≡ 1150nm 2.33 fs 2.80 fs
Pulso 3≡ 1450nm 2.38 fs 3.53 fs
Pulso 4≡ 1200nm 2.68 fs 2.93 fs
Tabla 6.1: Tiempos de vuelos de las trayectorias (cut-off), para los pulsos sinte-
tizados y equivalentes
Por otro lado, se ha realizado un ana´lisis wavelet de la radiacio´n armo´nica
emitida. Los resultados se muestran en la figura 6.7. En escala de colores, se
representa la intensidad de la radiacio´n armo´nica emitida. Este ana´lisis permite
ver el instante donde se emiten los fotones con diferentes energ´ıas. En l´ınea negra,
se superponen los diferentes ana´lisis cla´sicos de las energ´ıas de recombinacio´n. Se
observa, una gran concordancia con los resultados presentados por el ana´lisis
cua´ntico (figura 6.5).
Figura 6.7: Ana´lisis Wavelet de la HHG, para los cuatro pulsos sintetizados.
Por u´ltimo, como corolario, se presenta en la figura 6.8 los pulsos de atto-
segundos obtenidos por medio de los espectros de armo´nicos generados por los
pulsos 1 y 3, que mostraron una extension del cut-off mayor, como as´ı tambie´n
una mejor eficiencia. En las figuras 6.8(a) y 6.8(b), se muestran los espectros de
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armo´nicos obtenidos por los pulsos 1 y 3 respectivamente. El filtro espectral (re-
gio´n azul) se encuentra en la regio´n continua de ma´xima energ´ıa, ya que como
se comento´ en la seccio´n 6.1, es necesario un espectro continuo para obtener un
pulso de attosegundos aislado. Las figuras 6.8(c) y 6.8(d), muestran los pulsos 1
y 3, la intensidad de los pulsos de attosegundos y el instante donde son emitidos.
Si se observa en detalle la figura 6.7 (pulsos 1 y 3), se aprecia que los tiempos en
donde la radiacio´n armo´nica (que genera los fotones ma´s energe´ticos) es emitida,
corresponden al instante en que los pulsos de attosegundos son generados.
Por otro lado, el ancho temporal de los pulsos de attosegundos (representados
en azul en las figuras 6.8(c) y (d)) varia notablemente de un espectro al otro. Para
el primer espectro, se obtuvo un pulso de 490 as de FWHM y para el segundo
espectro un pulso de 260 as de FWHM. En principio, esto es debido al mayor
ancho espectral que se obtiene en el espectro de armo´nicos representado en la
figura 6.8(b) en relacio´n al espectro dado por la figura 6.8(a). Es de destacar, que
los pulsos presentados esta´n limitados por Traformada de Fourier. Un estudio
ma´s detallado deber´ıa tener en cuenta la fase y el chirp intr´ınsico que poseen los
pulsos de attosegundos por las caracter´ısticas de su generacio´n [115, 116], pero
este estudio escapa a los objetivos de la presente tesis.
6.4. Discusio´n y Conclusiones
En este cap´ıtulo, se presento´ una te´cnica que permite sintetizar cuatro pulsos
de aproximadamente un ciclo o´ptico y cierto grado de chirp. Estos pulsos fueron
utilizados, para estudiar las caracter´ısticas del espectro de HHG en argo´n, me-
diante un ana´lisis cua´ntico (ecuacio´n 3D-TDSE y ana´lisis Wavelet) y un ana´lisis
cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n.
Para obtener los diferentes pulsos, se propuso un pulso inicial gaussiano, de
una longitud de onda λ0 y un ancho temporal de un ciclo o´ptico (FWHM). Me-
diante un beam splitter, los pulsos fueron separados en dos pulsos (pulso 1 y pulso
2) de igual amplitud, para luego atravesar un conjunto de espejos y medios disper-
sivos. Luego de recorrer la misma distancia, los pulsos se ”sumaron”nuevamente.
El numero de espejos para cada pulso (1 y 2) deb´ıa diferir en su paridad, de esta
manera, se lograba un cambio de fase en pi entre ellos. Los pulsos sintetizados,
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Figura 6.8: Las figuras (a) y (b) muestran los espectros de armo´nicos obtenidos
por medio de los pulsos 1 y 3 respectivamente, con azul se representa la regio´n
espectral filtrada. Las figuras (c) y (c) muestran los pulsos de attosegundos ob-
tenidos luego de filtrar la radiacio´n de bajas frecuencias.
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presentan dos zonas temporales bien definidas (figura 6.3). Una regio´n se pudo
caracterizar con una longitud de onda de λ ' 1,5λ0 y la otra con λ ' 0,65λ0. Para
nuestro estudio, solamente importo´ la regio´n con mayor longitud de onda, por lo
que se propuso un filtro espectral ideal para reducir/eliminar la otra regio´n. Esto
permitio´, que los estudios fueran llevados a cabo teniendo en cuenta solamente la
regio´n de mayor longitud de onda (figura 6.4).
La te´cnica presentada para sintetizar los pulsos, es independiente de la longi-
tud de onda. Por lo que en principio, se podr´ıan obtener pulsos con longitudes de
onda mayores o menores a una cierta λ0, sin utilizar ningu´n medio no-lineal.
Los pulsos sintetizados, presentan un gran aumento del cut-off con respecto al
pulso original de longitud de onda λ0 =800 nm, calculados a la misma intensidad.
En principio es esperable este aumento del cut-off, ya que los pulsos sintetizados
presentan una longitud de onda de aproximadamente λ = 1,5λ0. Debido a la
asimetr´ıa de los pulsos, entre la regio´n de ionizacio´n y la de recombinacio´n, los
espectros de HHG generados por los pulsos 1 y 3, presentan un incremento del
cut-off que supera al pulso con una longitud de onda λ = 1,5λ0. Estos resultados
se presentan en la figura 6.5.
Por otro lado, se observo´ en todos los casos estudiados una mejora en la
eficiencia de la generacio´n de armo´nicos, con respecto a un pulso equivalente
sinusoidal (figura 6.5). Para explicar este comportamiento, se realizo´ un estudio
del tiempo de vuelo de las trayectorias en el continuo (τV ), por medio de un
ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n, y se comparo´ con los
tiempos de vuelo de las trayectorias para los pulsos equivalentes. Estos resultados
se presentan en la tabla 6.1, en donde se observa que los tiempos de vuelo de los
pulsos sintetizados, son siempre menores a los tiempos de vuelo de los pulsos
equivalentes.
En conclusio´n, se propone un posible experimento para sintetizar pulsos de
aproximadamente un ciclo o´ptico de FWHM, con cierto grado de chirp y una
longitud de onda aproximada de = 1,5λ0, partiendo de un pulso gaussiano de
longitud de onda λ0. Estos pulsos, presentan una mejora en la eficiencia de la
generacio´n de armo´nicos, como as´ı tambie´n un incremento notable en el cut-off.
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Cap´ıtulo 7
Conclusiones y perspectivas
futuras
En la presente tesis, se realizo´ un estudio teo´rico de la generacio´n de armo´nicos
de alto orden en gases nobles (argo´n y helio), bajo la aproximacio´n SAE (single-
active-electron), utilizando diferentes campos para excitar a los a´tomos.
Se estudio´, principalmente, como es afectado el espectro de armo´nicos para
los distintos campos propuestos. Por otro lado, se realizo´ un ana´lisis cla´sico de
las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n y la trayectorias de los electrones. Esto
permitio´ una mejor interpretacio´n de los resultados.
El tratamiento del problema fue realizado resolviendo la ecuacio´n de Schro¨din-
ger dependiente del tiempo, en una y tres dimensiones espaciales (1D-TDSE y
3D-TDSE). Los diferentes ca´lculos cla´sicos, fueron realizados por integracio´n de la
ecuaciones de Newton-Lorentz. Se realizo´ adema´s, un ana´lisis tiempo-frecuencia
(wavelet) para completar el tratamiento.
Esta tesis, comienza con el estudio´ de la generacio´n de armo´nicos con pulsos
con chirp. En la primera parte, se analizo´ cual debe ser el origen del chirp para
lograr una extensio´n del cut-off, respecto a un pulso sin chirp. Para lograrlo, por
un lado, se estudio´ la dependencia del cut-off, mediante un ana´lisis cla´sico, de un
pulso cuyo chirp se origina mediante un medio dispersivo. Se observo´, que a me-
dida que el chirp del pulso aumentaba, la amplitud ma´xima del campo disminu´ıa
(efecto caracter´ıstico de los medios dispersivos). Esto origina una disminucio´n del
cut-off para los pulsos con chirp propuestos. Por otro lado, se propuso un pulso
con chirp dado por una funcio´n simple (4.9), cuya fase es de la forma bt2 y su
105
amplitud permanece constante a medida que el para´metro b cambia. Mediante
este pulso, se analizo´ el comportamiento del cut-off y se observo´ que el mismo
aumentaba con el para´metro b. Por otro lado, por medio de la TF del pulso, se
mostro´ que el contenido espectral se incrementaba a medida que el para´metro
b aumenta. En base a estos resultados, se concluyo´ que el chirp del pulso debe
generarse a trave´s de algu´n feno´meno no-lineal, que hace que se generen nuevas
frecuencias en el mismo. Estas frecuencias, deben ser menores que la frecuencia
original del la´ser ω0 (ley del cut-off (3.7)) y deben encontrase en una regio´n tem-
poral del pulso, tal que su amplitud sea lo suficientemente grande para ionizar al
a´tomo por efecto tu´nel.
Teniendo en cuenta las conclusiones presentadas por el pa´rrafo anterior, en
la segunda parte del cap´ıtulo 4, se propuso el feno´meno no-lineal SPM (2.42),
para generar el chirp del pulso. Por un lado, se presenta una posible forma de
generar estos pulso en el laboratorio. Para estudiar la HHG, se utilizaron pulsos
de varios ciclos o´pticos (100fs) de ancho temporal, ya que para que se produz-
ca el feno´meno de SPM en cristales, es necesario que los pulsos poseen anchos
temporales del orden de los tiempos de respuesta del material. Los resultados
obtenidos, concuerdan con las conclusiones presentadas en la primera parte del
cap´ıtulo. Por otro lado, se observo´ que el aumento del cut-off depende linealmente
de la longitud de propagacio´n z.
En el cap´ıtulo 5, se estudio´ la HHG en a´tomos de argo´n utilizando un campo
inhomoge´neo. Para este fin se propuso emplear el refuerzo de campo ele´ctrico
cercano, producido por una nano-estructura de oro al ser iluminada por un pulso
la´ser. La geometr´ıa de la nano-estructura fue tipo mon˜o (bow-tie) y la forma
espacial del campo ele´ctrico generado por esta, presenta una importante inhomo-
geneidad. Particularmente, en este caso, se estudio´ la dependencia del cut-off con
la longitud de onda del la´ser que excita a la nano-estructura. Mediante un trata-
miento tanto cua´ntico como cla´sico de la interaccio´n entre el campo y el a´tomo,
se observo´ que la dependencia del cut-off con la longitud de onda se apartaba
dra´sticamente con respecto al caso homoge´neo. Esta discrepancia, fue explicada
en funcio´n del comportamiento de las trayectorias de los electrones en el continuo.
Por otro lado, se observo´ que las trayectorias de los electrones que recombinan,
que son los que emiten la radiacio´n armo´nica, esta´n limitadas espacialmente por
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la forma del campo ele´ctrico. Este resultado tambie´n difiere respecto al caso ho-
moge´neo, en donde no hay restricciones espaciales al movimiento del electro´n.
Este comportamiento, tanto del cut-off como de la trayectoria de los electrones
en campos inhomoge´neos, se presenta, hasta donde sabemos, por primera vez.
Finalmente, en el cap´ıtulo 6, se propone un me´todo experimental para sin-
tetizar pulsos de aproximadamente un ciclo o´ptico de ancho temporal, para el
estudio de la HHG. Para llevarlo a cabo, se parte de un pulso de un ciclo o´ptico
a una dada longitud de onda λ0. Luego de dividir el pulso en dos (por medio de
un beam splitter), mediante una serie de espejos, se le provoca un desfasaje entre
ellos de pi. Luego, se los hace atravesar diferentes medios dispersivos, hasta que
finalmente son sumados. Como resultados, se obtiene un pulso con una longitud
de onda aproximada de λ = 1,5λ0 y cierto grado de chirp. Un posible esquema de
este proceso, se representa en la figura 6.2. Con este tipo de pulsos se realizo´ un
estudio de la HHG en a´tomos de Ar, por medio de la ecuacio´n de Schro¨dinger
3D-TDSE y un ana´lisis cla´sico de las energ´ıas de ionizacio´n-recombinacio´n. El
resultado fue que se observo´ un incremento del cut-off, con respecto al pulso ori-
ginal, para todos los pulsos sintetizados. Por otro lado, comparando el espectro de
armo´nicos de estos pulsos, con los espectros dado por pulsos equivalentes (pulsos
sinusoidales que generan el mismo cut-off), se observo´ una mejora en la eficiencia
de aproximadamente un orden de magnitud en los pulsos sintetizados. Esta me-
jora, fue explicada en te´rminos del cambio en los tiempos de vuelo del electro´n,
mediante un ana´lisis cla´sico.
En base a los resultados presentados en esta tesis, las perspectivas de futu-
ros trabajos radican principalmente en estudios teo´ricos de la propagacio´n de los
pulsos en el gas, que genera la radiacio´n armo´nica (condiciones de Phase Mat-
ching) [117], ya que solamente se ha estudiado la respuesta de un solo a´tomo y
en un estudio completo de la HHG deben contemplarse los efectos de propaga-
cio´n [68]. Adema´s, para el pulso cuyo chirp se origino´ por la SPM, se analizara´ el
efecto dispersivo del material (GVD), como as´ı tambie´n ordenes ma´s elevados de
la respuesta no-lineal (self-steepening) [118]. Por u´ltimo, se intentara´ realizar los
diferentes experimentos propuestos en esta tesis, en algunos laboratorios con los
que ya se ha iniciado colaboraciones. Entre estos, podemos mencionar al: Centro
de La´seres Pulsados Ultracortos Ultraintensos (CLPU), Salamanca (Espan˜a) y el
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laboratorio de Attosegundos del Max-Born Institute, Berlin (Alemania).
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